TRÍCH LỜI NÓI ĐẦU CỦA LẦN XUẤT BẢN 
THỨ NHẤT 


Đề rèn luyện kỹ năng tỉnh- toán gà suụ luận öản, người học | 
sinh phồ thông cần phải luyện tập nhiều trong piệc giải toán. ' Bộ 
sách nàu có mục dịch cung cấp thêm một tư liệu cho oiệc luyện | 
tập ấu, trước" hết là cho các bạn học sinh cần ôn lại mội cách có hệ 
thống oà dầu đủ các kiến thức trong chương trình toán cấp 3 phô _ 
thông, đề chuần bị cho kỳ thí tuyền nào các trường dại học. 

càng ` ` _ : 
Bên cạnh những bài tập loại (rung- bình uới pháp giải chỉ 
_ đôi hỏi uận dụng những kiến thức nà phương phủp cơ bản nhất, . 
chủng tôi có đưa thêm uào những bài tập khó % đói hội ở bạn đọc 
một trình độ điêu luyện nhất định. Đưa những bải lập ấy ảo bộ 
sách, chúng lôi hụ oọng rằng cúc bạn học sinh khả uà giỗi toán ~, 
có thề tìm thấu ở đản nhiều điều bồ Ích qua phép giải những bài 
toản không quả tY + thưởng. Và nếu các bạn đã gHỤ nghĩ k] 0ề 
một bài loán mà sẵn chưa tìm ra cách giải, thì Le đọc bà ngẫm 
nghĩ bài giải cũng rất có lợi : các bạn sẽ học tập thâm cách bận 
dụng linh hoạt những kiến thức đã quen biết, do dó (ích ly thêm 
kinh nghiệm giải loán ud nắng cao năng lực tự đủy loán họ. 


CÁC TÁC GIÁ 


CHƯƠNG [ 


NHỮNG BÀI TOÁN. VỀ SỐ NGUYÊN 


1a), Chứng minh Kắng nến mỗi số nguyên m và 71 
là tồng của hai số chính phương, thì tích m n củng: là 
tông của hai số chính phương. 

: ˆb) Chứng mỉnh rằng nếu mỗi số qiùy nh: m và n. 
là. tồng của bốn số chính phương, thì tích m n cũng là 
đồng của bốn số chính phương. ˆ 

.. ® Chứng minh rằng dạng tối giản của một phân 
số là duy nhất. Nói cách khác, giả thử p, q, ?, g' là bốn 
SỐ. nguyên dương sao cho (p,`g) = (Pp,. g`) = 1 và 
ám bã , hãy chứng tỏ rằng ?_ = p`, q =1: 

K` Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, 
Tung là tối giản. (Vđtạt lần 1, 1959) 

4. Giả thử a, b là hai số nguyên sao cho a2 + b2 
chia hết cho 7. Chửng mình rằng a và b đều chia hết cho 7. 

. —$, Chứng mỉnh rằng nếu a2 + b2 chia hết cho 21, 
thì q2 + b3 chia hết cho 441. 

6.. Chứng. mình rằng với mọi hố ty luc: n, 

số n3 + 3n + ỗ không chia hết cho 121. 


phản số 


Ð Đề bài lấy từ đề thi « vỏ địch toản quốc tế ». 


- Giá thử a, b là hai số nguyên dương nguyên tố 


í : : 
¡ng vii40 Có thê nó: gì và ước chung lớn nhất của 
củng ñ Xà” 


8, Chứng mình ráng phần dư trong phép chia một 


ẳ qơiivên Lý CŒỦO 30 nhái hoặc là L hoặc. là một số 
§G HH" kx« 

œ. giả sửd,, đạ..; đạu lA 2n SỐ ngu yên lễ và không chỉa 
hết cho 3. Chứng mình rằng A, SG, + q, —d, Ty 


biết — ø chia hết cho 3đ 
?n 


TH 

¡ö, Mót số chính phương lớn hơn 100 và tận cùng 
bàng ð, Chứng, mỉnh rằng chữ số hàng trăm của nó là 
một chữ sỐ chân. : 


H. Chứng mình rằng tôn tại vô số số nguyên dương 


q với tỉnh chất: sốz = 7 3: a không phải là số nguyên Ậ 


tổ vơi mọi số nguyên dương ¡ít 


12.a) Chứng minh rằng mọi số nguyên dương cỏ 
dạng {k + du cỏ Ít nhất một ước số nguyên tố, CÓ 
dang 1k + đ, 


b) Chứng mình rắng cỏ vò số nh ng số nguyên tố 
có dạng đã + ö. 


13. Chứng mỉnh rằng với mọi số nguyên dươnà N- 


số 99 + 1 không chia hết cho 100. 


14. Tìm hai chữ cuối cùng của 79, m, hố 
15. Chứng minh rằng nếu 2" + † là một số nguyền. 
t6, thì œ phải là một läy thừa của 2. „tự 


16. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương k 
số 2#” + 1 có tận cùng bằng +, 


- 17. a) Xác định tất cả các số nguyên dương /1 5A9 
cho 2" — 1 chia hết cho FÃ ¬.—.... 
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b) Chứng tỏ vắng: với mọi số nguyên dương n, số 
2% + 1 không chia hết cho 7. (Vảtqt lần VI, 1964) 

18. Chứng mỉnh rằng với mọi số nguyên dương k, 
số 23' + 1 chia hết cho 3k. 
_ œ19. Tìm tất:'cá các nghiệm của phương trình 
zU = p(+ Đ), ch đỏ P là một . số 0H EHJYEU tố đã 
cho trước, 

20. Hai đội cờ thỉi đấu với HÌ nữ: Mỗi đấu thủ của ˆ 
đội: này phải đấu một ván với mỗi đấu thủ của đội kia. 
Biết rằng tông số ván cờ đã đấu bằng 4 lần tông số đấu 
thủ của hai đội và biết rằng số đấu thủ của it nhất 
một trong hai đội là lẻ, hỏi mỗi đội có bao nhiêu đấu thủ... 
(ĐH, miền -Bắc, 6-1970) (1). 

2L. Tìm đất cả các nghiệm nguyên dương của - 
phương trinh + -† Ụ + Z = TỰ. 

#2. Tìm tắt cả các nghiệm nguyên dương. của phương 
trình xự —= Z2. - : 

._ò__ 23. Tim 'tất cả các nghiệm nguyên dương của 

phương trình # +- -++ z + 9 = ~ự:. | 
%*Ö4. Tìm 12 số: nguyên dương sao cho tồng ‹ của 

chúng bằng t'ch của chúng. | : 

S5. Tìm dạng tông quát của nghiệm nguyên dương 
của phương trình x2 + 2ˆ + z3, 

*2ó6. Chứng. mình rằng phương trình zt = „= za 
_không có nghiệm nguyên dương. 

*27. Chứng 'mỉnh rằng với mọi số nguyên dương 
n > 2, phương trình z" + n = zn nh có nghiệm 


nguyên lào (+, , 2) với z z<1l+ 
Nc v2—- 1 


1) Đề thi vào các trường _. học ở miền Bắc. 


z8. Tìm tắt cả các nghiệm nguyên của phương trình 
xi + gt = 1IZS 


29. Tìm tất cá các nghiệm nguyên của phương trình 
x —- 4 Sh 1. : 1 
+30, Tìm số nguyền dương ï nhỏ nhất có Cúc tỉnh - 


chất sau đây : : 
a) Viết dưới dạng thập phân, số ấy cổ nà, cùng. 


bìng 6, 

b) Nếu bỏ chữ số 6 cuối cùng và đặt chữ số 6 lên 
trước các chữ số còn lại, thì sẽ được một số lớn gấp 4 
lần số ban đầu, nh G lần IV, 1962). | 


+31. Xác định tất cả các số 3 chữ số, cha hết cho 11, 
sao cho thương số trong phép chỉa số ấy cho 11, bằng 
tông bình phương các chữ số của số, ấy. KHE lần | 


II, 1960). 
32. Gia thử a+- 0 và a + Bội là một số KG 
a ~ | _ 


Chứng minh rằng với mọi số nguyên n, a" + —là một. 
là dị _ 
SỐ nguyên. 


M33. Với mỗi số nguyên dương ñ, đặt 


đu = 7! — (nchữ số 7). 


Chứng minh rằng nếu m >. 2 và n> >2, ,hì đụ — 8. 
chia hết cho 20. 


34. Số 1001 = 1.2. 3, ..99, 100 tận cùng bằng báu 
nhiêu chữ số 0? SP SQ VN lơ CHỊ s3 
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x35. Giả sử nvà k là hai số nguyên dương với 
Ỗ nÌ 


0<k<n.Chủ ¡nh rằnữ———————— 
lố SH xứng mình rã ¬x (n—k)1 


là một số nguyê n. 


36. Chứng mính rằng với mọi số nguyên dương m 


n FE ñ . _Ố 
DHGGG E2 { ng "xà Hy: 
và n, tích [1 + rj(t+ TẢ +ạ)- :Í+ ¬ 


là một số nguyên. 


#37. Tìm tất cã các số nguyên dương n có tính chất 
sau: có thể chia tập lợp sảu số '‡ nn + 1,n + 3n + 
3n +4,n + 5 jra thành hai tập hợp, sao cho tích tất 
cả các số của tập hợp này bằng tích tất cả các số của 
tập hợp kia. (Vđtạt, XH, 1970). 


'w38. Với mọi số nguyên đương m và n, chứng 
nn. (2m)! (2n) Ì : 
2T A906 m1 n! (m + n)i 
(Vdtạt, XIY, 1922). 


+39, Ký hiện [z] là phần nguyên của số z,+tức là 
số nguyên lớn nhất không vượt quá z. Hãy tỉnh tổng 


'TTn+ 1 n+-2  n + 4T : n + 2 
| 2. ]J*Í P5 l*{ » ]*-+{ min 
(Vdtqt, X, 1968). —. _ , ó 


x40. Mỗi nhà bác học trong số 17 nhà bác, học, đều 
viết thư cho các nhà bác học khác. Họ chỉ trao đồi vời 
nhau về ba vấn đề. Mỗi cặp bai nhà bác học chỉ trao 
: đồi vời nhau về mọi vấn đề. Chứng minh rằng có Ít 
nhất ba nhà báo học trao đồi với nhau về cùng một vấn 

-_ đề. (Vdtat lần VI, 1964). : | : 


là một số nguyên. 


CHƯƠNG II 


BIẾN ĐỒI ĐẠI SỐ, LŨY THỪA, 


CĂN SỐ 
"`. _ ứø—b_ _b—c _ c—an.' 
sns Nên l7 c+a, 


Chứng mình rằng - 
(I++)(1~) {f+z)=(1—*) =) ú ¬2 
42. Đơn giản biều thức 
a—=b., b—c c4 (a—b)@— c) ( — a). 
aq+Ù b+c c+a (a+b)Œb~+co)(c+ad) 
43. q,b, c, là ba số khác nhau. Chứng minh rằng ˆ 


b—€ `. d— Èb. 
(a—0)(a—c)  (b—c) (b—m) (c~—q) Tu 
2 2 2 _ 


q — b bÙ—c_  c—a 
44. Đơn giản biêu thức : 


q3 — Ùbc HN. b2 — ca _ LH 3S qb- 
(+) (œ+e) (0+9 + 3 “à Mu +. 
45. Giá thử — + 1 Á" sộ — lê . Chứấg . 
q b. c  a+b +e 
mính rắng với mọi số nguyên n lẻ, ta đều CÓ - 
`. + mm. 1 


ạnu bn en an + bh + XÉT 


46. Giả thử ø, b,c là ba số khác nhau, khác, 0 và 


q __ b | C _ 
— —— 0. 
b—(€ l c— d k q—b 
CHẾ minh rằng 


(b- — — @— MT? — a)? + ø„—b#2 
4#, Giả thử -a, b, c là ba số khác nhau, khác 0 và 
ngoài ra a+ b +t=Ù. Chứng minh rằng 


a—=b.bh—c, cứ \ |_°£ __ b }= 
— + —— Ì) [T1 + = Ð, 
{ C có a s __b ) c..c: .„e—d 


Ò48. a, È, c là ba số, khác tN Giả thử 
db+cms+ B3 v = TT "hối 1/0 1518 
Chứng. mình rằng œq3 + Bb2 + +c2 = 0. " 


49. Giả thử q, b, C, Z, tJ,Z là những số khác không và 


+2 „a 3 
Chứng minh xăng ° = + —- "ba ng: 
C 


'50. Đơn giản biều Mai 
+ L" a(2Ù3 — œ)) a3) - b(2a3 — b3) Mộ 
_`aˆ + b`s q3 + — ạt + bề. 

5L Đơn giản biều thức 


* 


"ẻwẽ 6 ..... ' 
=5. = .ố =1. 
| (q + m{ gq. _ b3 (a + Đ q3. b2 


Tất sứ + tị 


lì 


s3. Đơn giản biều thức 
l 2 1 : | 
ca Đ\ec Ô bị "(a+bwV la 


". . 
"r2. 


53. Phân tích các biều thức sau đây thành thừa số 
d) M=a?(b— cơ) + b?(c—dø) + (2(a—b); 
b)N=a?(b-—c) + P*(c—a) + c3 (a —Ù).. 
54. Chứng minh rằng 7”. | : 
a)(a>b—c)*—=œ3+ b'. +cỒ3+ 
+ 3{ø2?(b + c) + b?*(c+ a) + œ(a + b)]+ 6abc ;. 
b)(a+ b + c+ dì = da? + J3 c° + d3 + b 
+ 3[a22(b+c+ đ) + Ù?(c +đ+ đ) + © (d + a + B)3 
+ đ®(a + b + c)]} + 6 (abc + bcd + của + dab). 
55. Phân tích thành thửa số 
(+ b +c}?— d3 — bề —- c3, 
56. Phản tích thành thừa số 
(a—- b)#+ (b — e}* + (ce — a)® 
57. Đơn giản biều thức 
"(+ b+c#?—(a+ b—c}° — 
—({a—b+c)—(—a + b+ cÿ. 


58. Phân tích biều thức a3 + bề + c8 — 3abc thành 
tích của hai thừa số. 


59. Chứng tỏ rằng nếu _ 
a2 + b2 + c?— ab + be + cá, thì a— É—f. 


60, Chứng mình rằng đề œ° + bê lở c«= = = 2abo,, uc 
điền kiện cần và đủ là 


2) hoặc a=b=c,  bỳ li § + b+ c0 
12 | | 


- 6L Phân tích thành thừa số biều thức - 
—— M=z?—3(@ 1} b3) x + 2 (d* + bề). 
69. a, b, c là ba số khác nhau. Đặt 
"at : bk 


%“———————=i.——ễ 
`. ng b—o” 


KT: — Đi €~ —Èb) 
Hãy tỉnh T. %\, Sa VÀ Su. 2 
63. a, b, c là ba số khác nhau và khác không. Đặt 
| 
| ——————.*+„——— 
%= MưườNG: J_. bÉ — 4) (b B2 c 


Tœ (c—: Sai) (c =w 
Tỉnh ¡,, .Q¿. : 
64. q, b,c là ba số khác nhan. a) Chứng minh rằng 
nếu k = 0, 1, 2 thì ta có bằng đẳng thức 
xà (+—b) (x—c) „ (#—4) (z—c) 
(a—bÈ) (a—c)- (b—ä) (b—c), 
~E Là, (œ_—4a)(œ—Ù) _ — 1*, : 
: (c—a) (c—) b 
b) Hãng đẳng thức trên có đúng không nếu k=39 
65. Đơn giản các biên thức 


+ 


bx 
(a—b) = (+- si. “x (b—c) PWBrS Ỷ 


re c5 (đ—c) 
ứng với k=0, 1, 2,3 
66. Tỉnh Tạ, ?\, T,, trong 1 | 
T\ = œ (0+6) (A+€) „ 1à (+4) (G+©) 
(a—b) (a~c) (b¬-a) (b—c) 
` cÀ (c+a) (c+b) 
(c—d). Sư /) 
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61. a, b, c, d là bốn số khác nhau. Tính 
q* bo ` 
nh nh NON N NEGHEEGTTRKRERFLITRRERSKRBEEGtr«œrrreae—= 
âm (a—b) SG KẾP ninh, — (h8 tư (b—d) 
NA. — b Ũ 
TP vee=g):f (c—b) (c—d) (d—a) (d—b) (d—c) 
khi k=0, 1,2, 3. : 
68. Chứng mình rằng khi & = Ö, L 4, thì 
at (b—c) (c—đ) + c* (a—Ù) (—d) _ gq=C, 
bk (a—d) (c—d) + d* (a—b) (b—c) —b —d 
trong đó a, b, c, # là bốn số khác nhau. 
69. ¿, by c là ba số khác nhau, Chứng mình rằng. 


. (q—s) (—8)(—Y) _(b—a).(b—8) (b—Y) 
s (a—b) (a—c) „ (b—c) (b—d) ST 
(c—s) (c—8)(e—Y) _ te: 8U: 
+ đŨ ê RTYPG TINH đbC š sBY. 
70. Chứng minh rằng | 
= ...18 't =w:5. 


vdV35+ 2+ vũ. 2—v =- 
13 + ng 2+ v9+ 4v? 
72. Đơn giản biêều thức _ ---.. 


dề « 3q + (d2 — 1) VỀ TT. 7. cu 
= 3 
g3 — q + (œ2? — 1) v2 — 4 ¬- 2 kệ 2: 

73. Giả thử a > 1. Chứng tỏ JÔng,” ' 
Œ + 2 ya—Ì1 Kz } 


+- nếu a <<, Bể: _ 
Na ệP R nếu a > ;3, 


71. Đơn giản 
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74. q, b,c là ba số dương. Chứng minh rằng 


vVa+b+ec +2 yac + bc + 
va+bĐ+c— 2 vac + bc = 


“T + b nếu a -- b > 
2yc. 3 PS Ti 


75. q, Ò là hai số dương. Chứng minh rằng 
V2(#+ 0% —g) ( q2 + +Ð?—j)=a + b— y2 + j3, 


76. Giá sử ad, Ð, a', b` là các số dương và q/a` = b/b' 
Hãy trục căn khỏi mẫu số của biều thức - 
Í 


_Öwa +yb + va vs 
7. Giả sử q, b, C, đ A, B, €, D là những số dương và 


| T~ + =-È == Chứng mỉnh rằng 
__ VqÄA + vỀB +vcC + vdD— 
= ví†b+c+3 (1+B+CTĐ). 
78. Giả sử ! + | >. 


>>lu |: Chửng minh rằng 
¬ be 1314: 16sg|e 

_,=èlz+vw2z?—Wl+Lz —-v# gi. 
79. #, g là hai số với Xin 


> 0. Chứng minh rằng 
SH là 


“H~ v|=Izt+lrt 


80. Xuˆ Sa mính. rằng . : 
. S:. 4 
 //) sec Ị 'Z1 2 | /4 
v2-!I=Vsg”~+ V% TỪ" 


15 


g1. Chứng mình rằng 


Khu 3 
V + Jt dc (@/ ĐE 2 /. uy 
2ï _ 27 
12. Giả sử q+ — bụ3 — (z3 và— léE: Lb, +- + 
¬. 


( Bếp, minh rằng 


và SEN TT-ĐPEPET, —=Wq Tà T 


R3. Giả thử œ là một số nguyên dương, không : 
phải là lũy thừa Bạc íƠ của, một số nguyên: đương, _ 


Chứng minh rằng va. là một số vô lý.. 


8t. Giả thử r và s là hai sõ hữu tỷ tùy ỷ. Chứng 
minh rằng nếu r và s không đồng thời bằng: 0, th, 


rV2 + svw3 là một số vô tỷ. ị 
82. Giá thử a và b là lai số hữu ý đường, không | 


phải ¡à bình phương của 1n :ột sỡ hữu tỷ. Chứng mỉnh 
rằng nếu r và s là hai số hi:u 1ÿ sao cho. : 


i—=rva £ 3 VE là not số hữu tỷ, thừf =0, _ 
86. a) Giả thử œ và b là hi số hữu tỷ dương; ngoài 


ra b không phải là bình phương của một. số hữu tỷ. 
_ Chứng minh rằng đề tồn tại hai số hữu tỷ cvà đ.sao cho | 


Va+vE = _c. + về + : 


(phéj› khử căn hai tầng), điều kiện cần và độ l, dạ 
phải là bình phương của mội số hữu lý, : 


H) Khảo sát bài toán trên, nh ng với, gữ là hết vú 
Œ, đ là 205; số Iiguyên dương. ' ĩ 


1ô 


x87. Giả thử a là một số “ớệ" dương. Đặt 
¬.<  / a+-1 + va. 


Chứng minh rắng với mọi số nguyên đương n, đều 
tôn tại một số nguyên dương Ma sao cho 


rn=(vd 1+ va)" =vMs+ Ti 


_*88. Chứng mính. rằng với mọi số nguyên dương 
m >2 và n >- 2, đều tồn tại một số nguyện dươn (tk 


sao cho == S3 kết =N sờ _. ". M 


1? 
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CHƯƠNG III 


PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ, 


89. Giải và biện luận các phương trình 
+ -.. #‹ <0 
8) ——— + 


#—b +z—dq 
ñj 0 #—b _ - 2qb 
a—=b a+b m+Mm. 
` + — Ì _ b _ đŒ2 + 1). 


22  Í Œd-Í +2 — Ị 
90. Giải phương trình : 
= = a35 cụ 
C a š 
c+oa—+ 4+ | 
Séc ————_———— ==: l,Ó 
b » a+b+ec ..~. 
với gia thiết a, b, c là su số huy BhN, và _ 
| . 4 
q+b+ c0, —a Cứ Ð _ˆ, — 
: l x M DỤ) “1 b+e 
91. Giả thử a, b,e là ba số khác không VÀ 
l 1 l : 
Bề -— =0 - 
_ úp Tp sở 
Giải phương trình - 


+ —.( + —b 4 —c 1: n 
Đ hạn PT + 


92. Giải phương trình 


#— qÖ NN .. + Z—“=a+b+c„ 
¬ b+c &-~ " _ 
Í 1 
lết Am. n 0. 
Biện Hy thự = SÑ § 


93. Gọi #¡ và + là các nghiệm. của phương trình 
bậc hai at? + bz + c=0, Hãy lập một phương trinh 
bậc hai có các nghiệm là +? và xš, 

94. z; và +; vẫn có nghĩa như trong bài toán 93: 
Tỉnh tông Sa = 2? + 2ÿ (n =0, 1, 2¿...). 

— ø95. Giả thử các phương trình 
| #2 + pr+ l—=0và+ + gz+2=U 
. có các nghiệm lần lượt là a, b và b, c. Chứng tỏ rằng- 
(b — a) (bÈ— c) = pq — 6. 
®96, Chứng tỏ rằng hệthức — * 
kb2— (k + 1)? a =0 (kzE0) 
là điều kiện cần và đủ đề tỷ số các nghiệm. của phương 


trìnr az3 + bz + c=0 bằng k (vời gia thiết rằng 
phương trình cỏ nghiệm), 


ÖỎ 97. Cho dy b,c là ba số khác 0, còn Đ› q là hai số 
_ tủy ÿ. 
Chứng minh rằng phương trình. 

=> ©—c lãSn Eiốn 6Ï 
S=D: huïng .. u n uôn có ng J2 206 

98. Giả thử a < b< < đ, Chứng mỉnh rằng với 

mọi số p và q, phương t tình | 

— PŒ=a)(—cì+q(z—b) (œ— d) =0 
luòn luôn có nghiệm.. 
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99. Chứng minh rằng với mọi số. .đ, ÙÒ, C, phương 
trinh (đ—) + —b) + (#—b) (+ — ©) + @œ—© _ề 
— đa) = 0 luôn luôn có nghiệm. 

100. a, ở, c là ba số tùy ý. Chứng mỉnh rằng uy 
trình aœ— Ù) @—€) + b  —9) + € (@—đ) (œ@— 
— b) =0 luôn luôn có nghiệm, . _ 

101. Cho hai phương trình bậc hai 

+? + pạ+t + gị = Ö và 3ˆ + Pạ # + qạ = 0, 
_có các hệ số thỏa mãn điều kiện tạ > 2 (đ; + q). 
_ Chứng mỉnh rằng trong hai phương trình trên, có 
¡it nhất một phương trình có nghiệm. 

102. Chứng mỉnh rằng nếu hai phương trình 

qz2 + b+z + c=, 822 + b+~z +-c =0 
cỏ i†{ nhất một nghiệm chung, thì ‹ 

(ac? — đc} = (ab` — dđ'b) (bc' — Ù*©), : 

103, Xác định p, q sao cho phương trình: 

+3 + px + q = 0 có hai nghiệm là p và si 

104. Giải phương trình bậc bốn 

ar*+ + bz3 + cz3 + bz + a=ŨU +9 

105. Hãy nêu phương pháp HH quát giải 'EER CÔ 
trình (+ + ø)*+ + (+ + b}†# = c. 

106. Nêu phương pháp tông quát giải phương trình _ 

(+ + đ)(®+ b)(r +,c) @ + d) =.m, -- 
với điều kiện a + b =ec Tá. | 

107. Giải phương trình bậc ba 

at? + ð12 + c+ +ử = 0 ` 
có các hệ số thỏa mãn điều kiện bđ < 0 vÀ dd» =- loi 

108. Giải phương trình bậc bạ 7 ` | 
(z+a+ð)( tb+©) (£+e+4) (œ † b+a= 2e. 
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109. Giải phương trình bậc ba „' 
(a+b+3 —4/a +-b) + +3) 2 đúng =0, 
H0. Chứng mỉnh rằng phương trình 
+3 — 3 (a2 + b?) + + 2 (a3 + b1) —0 
luôn liền có ba nghiệm (phân biệt hoặc kép), 
MI. Giải các phương-trình bậc ba 
a) za + 3abxz + (a3 + b3) =Ö, 
b) +$ + 3az2 + 3 (H5 tc bc) + + (a3 + b3 + c3 — 
— 3abc) = 0.- 
12. Gọi Tị, Zx./, +; là ba nghiệm của đãi 162 trính 
xì + pz + q=0. 
Chứng~minh rằng Z‡ + 17 + 13 = 3a. 2 + 
- I3. Giải phương trình, bậc ba 
: z3Ở +-pz3+ qœ.†-r = 0, | 
a) Biết răng giữa các nghiệm của'nó cỏ mối liên hệ 
| _ T1 = #a † 4z. _ 
1) Biết SEDE giữa các nghiệm của nó có mối liên hệ 
+) == a 2s.” 
1M. Chứng minh Kìng nếu các: EhirơnE trình 
3+ pz + q =0, tprr+g =Ũ 
có ít nhất một nghiệm chung, thì ˆ 
(p`— P'q) (p— p = (q—q*}. 
115. a) Chứng tỏ rằng bằng cách đặt z = z + — thì 


phép giải phương trình x3 + a+2 + bz + c =0 đưa về 
phép giải phương trình z3 + pz +- q=ÙÒ - 

b) Giải phương trình z3 + p+ + q= 0. 

H6. Giải nhương trình #4 = 2+2 + [x} MERR đỏ 
[z] kỷ hiệu. phần nguyên-của œ, - 

117. Xác định tất cả các cặp số nguyên (p, q) sao 


cho phương trình z2... px t(p+ g) =0 có Ít th 23h: 
một nghiệm nguyên. 
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CHƯƠNG IV- 


_ HỆ PHƯƠNG ”m ĐẠI SỐ 


118. Chứng minh " rằng nếu œd — bc + 0, thì các hệ 
phương trinh 
tố ._ (ai +bB =0, 
và 
B=0 m + đB = 0 
là tương đương (A, B là những biều thức chứa HN: 


` T19. Chứng minh rẵng các hệ phương trình, sau đây : 
là trương đương 


Á =0, 


A+B=0, 

B=0, _ B+C=90, 
.&=0, và C+D=\0, 

Mà, , .)=0, ˆ D+E==(0, 


(4, Ð, C, D,'E là những biểu thức chứa ần số). 


120. Với những giá trị nào của m, thì. các TH 
phương trình 


Á =0, _mA + R+C=\, 
B=0, và  (¿A+mB+C=0,' 
C=0 5... |A+tP+rmC=0 


là tương đương :: 
- 12L Giải hệ phương trình 


: Ụ + #*““u == Œ› 
z  T+Tz14+u=b, 
œ+ụ†+ `. u=cQẲỒ, 

=> (đÌ, 


x+x+d+ự†+2 


122. Giải các hệ phương trình 
- (c + a) g + (ad b) z— (b +c)x~=9a5, 
(+ b)z+ (+c)xz—(c + đa)  = 2b3š, 
(b + e) z + (c+a) — (a + b) z = 9œ, 
biết rằng a + b +0, b + c0, c + a +0,. 
' (b +c) (ụ +z)— qdr—=b—c 


(c+a)(z ++z)—bụu=c — q, 
(a+ ð)(+†+0)—cz=qda—b | 
biết rằng a + ở + c +0. 


123. a, Ỗ, c là ba số khác không. Giải hệ phượng 
trình . | 
mm qỤ + bx_ Đ— © 
c2 †Ằ đz = b, 
bz + cự = q. 


124. Giải hệ phương trình 

° { az + k(u + z) = p, 
-bụ + k@ + x) = q, 
cz + k(+ + g) = r, 


0 và d,b,c là ba số lớn hơn £ 
125. Giải hệ phương trình. 
TH _ 
bz + cụ + gz —= n+b+c 
[ cờ # dụ + bẽ= da + b+o, | 
với giả thiết a, b, c là ba số khòng đồng thời bằng 
nhau và œ + ở + ¿+ 0, 


126. Giả thử hệ phương trình 
. 8Œ +:Òòu + cz =0 
bx + cự + gz =0 
c+ + qụ + xz:—= Ö 
có một iWifôqi (+, , z) khác không. Chứng mình "rằng 
bš + b + c? œ Qube. 


_ trong đó k> 
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12:, Giải và biện luận hệ phương trinh 


128. q,Ð, c là ba số khác nhau. Giải hệ phương trình 
gq2+ + dụ + z = Ú 
b3+z + bụ + z —U 
Lonh dân mới bì Jin BIẾ-4P———I 


129. ad, jÿ, c là ba số “khác thấu, Giải các hệ 


phương trình : : 

š[ 2ð. (dỤ TS IỨNG 
1) œ + bụ + Ùb?z = 3, 
+ + cụ † c3z = c8, 


bu z+a(x+) na. 
2 


zœ+ự+z+b(x+ru) + jˆz = Ù} 
c+p+z+c(x+tu) + c3zr = C, 

130, Giải hệ phương trình : 
+ +ựU + z + u =Í,, 

\ ax + bụ + cz +du = my 

d3~+ + b2u + c3z + du = mà, 

qằ”œ + bầu + cầz + ` (đầu — nở, 


trong đó q, Ò, €, đd là bốn số khác nhau. 
131. a, b,p, g là bốn số khác nhau. Giải hệ 
phương trình . 


. 
- 
v 


- có ¬ghiệm, im: | "` 


` 


-132. Giải hệ phương trinh 


=7 c8... == Í 
đ#—=P_ b—p c—p 
+ : Z1 


[rong đó q, b, Ũ; ® q,T Íà sảu, số khác nhau. 
— "138. Chứng minh rằng nếu hệ phương. trinh 
¬..... '{ qx + bÚ +e—=0'“ - 
HQ. - ¿.#+ + bụ+c=0 
a”z+ Mu c”= k 


a''(be' — -b'c) + b"*(cả' Ê>Cld) c%(ab' — d)=0 


mà 134.. Tìm dạng tồng quát. của. nghiệm của hè 
z › ,ghương trình, » : 


: í đ& + bụ + œ sử gi, 
a°+ + b*u+cz = 
siết Nợ, trong ba biều thức...  „ ` 


..®% db' — œ'b; qc? — đc: bc` — b'c- 
.cỒ w nhất một biều thức khác 0, — & . 
' 185, Giải hệ phường trình Ạ Ã _ 
"nã... đị _ #a— dạ — __ #ạa —ứa,. 
| bạ : b„ b ... vn bạ 
-đ 4£ ấn dc, cÝ 8, = Ẳ bã 


“biết tng Đụ Đạ, ... Đa là `. SỐ Khi: 0 và "ngoài. ra 


_:.95 


Âi các > hệ phương trình - 


.} rửa Š đạt ..» Ö‹ + Enằ{ KỸ =. | 


\ 


r + ). ..? củ đe—c + = 2, 


*» 5 + . . hàn : 


Hà 


ST 


xệ + z + _ + “m = + 


(zyts+: nám „. = Ïï\. 


: 141, a,b,C là ba số khác 0. Giải hệ phương bình” 


mm ' +U= 
_ sa. .... 
Z) . : : g^. 
v .. 
| " —Ầ.... 
mm. s2 776 — gỬ/ 


z+ Jh¿= F: TT 


J8. Giật hệ phương trình 


cự + bz = 2d, 
_az + C4 = 2827, - 
b+r + dỤ = . 2[U. 


L 


, :139. Giải hé phương trình _ 
xigkead+b/te, Sỉ lộng bã vi ba.. 


140. Giải hệ phương: trình, à " s 
#—yp=a—b, >_ 


-_MỊ. GiẢI hệ phương trình. TIẾP) 
+1 g =0 b, +8 + Ụt = q8, + bẺ 


“ 


28. 


_ H2. Giải hệ phương trình. 
z —g =a—b, “ưu qŠ + bề. 


M3. Giải hệ phương trình . 


(z+b+z =.d.-t b + 
23.4} 2+ z2 = q2+ b2 + c3, 
# lÁP có Hồ hệ CƯ ý ĐiÊh 


- : ca, by e là ba số không Kệ: thớt bằng không. - 
| lêu lỆ phương trình - ' 
_ 'z+uẻo= 
(+ ưu + 2z) =Ù, 
chế tu ro<® 
= _*145. q, b,c là ba số đương. Giải hệ phương trình 
_ + g+z)=a—Ws- 
u(++u+z)=b—#s, 
¬..~..xaaa 
s "d6. Giải hệ pBtrơng trình 


¬.... Ý.... 
4. xŸ + si sim la 


` | an _. 

: | ® | : 
SIẬT, Giải xà biện luận theo q, b hệ phương trình. 
+9 =.az + bục ỤỀ = qỤ + ba. - 


Má. Giải: và biện luận theo q, b, hệ phương trình - 


{ (x3 + 2) (z2. + 3 + ÿ)= ® 
(23 +.) {42 — xựˆ+ J3) =Ð^, 
Lào Ji m là một. số dương đã chỏ trước. 


M9.. canh cla . số khác không, Giải hệ phương trình | 
HS vấ? TÀs 
nã. = ` — + _ =1; 
"_*.. Ù, | 
{ q# = bụ = = Œ. m 
*150. Hãy xác định tất: cá hệ thống bốn số & b, © 9 
'$ño cho : 


c—_” 


cm phương trình“Õắc hai az2 + ti +c> c0 đó hai 
È: nghiệm Tụ Za. - | ` 
_ — phương trình bậc hai b2 + fcz + a = ¬ =0 có hai 
nghiệm #ạ; 2a. 
` =— Phương | trình bậc hai ca -+ lz> + b= = =0 có hai: 
_ nghiệm Tuy. ụ. — 
¬.. “5L, „Giải hệ phương trình _ 
' Ì in (ông ca 
+3 + g2 + z2 — bì, 
" + r1, | _ 
“trong, đỏ q, b là những số cho trước. Các số ‹ q; b phải - 
thỏa, mãn điều kiện gì. đề nghiệm *, ụ, z của hệ phương . 
: trình là đường và khác nhau ? (Vatqt lần HỊ, 1961). 


*152. YYim bốn “số (thực) đậy 4s, 2a, 1, SAO cho mỗi số 
„- số cộng với tích các số còn lai đều bằng 2. (Vdtạt lần 
„ VI, 1966). 


| .- 153. hó hệ phương trình: 
` ' địt + tịị#a + dịạZ¿ = Ũ,, 


/ 


fay#y + đa #x+ dạg2„ xÙ, 

đạy2y -Ƒ đạa; +}- Hay == 0, 

, với các hệ số thỏa mãn các: điều kiện sau nŸ: 
8) 1, Bạn Đạg dương, - TƯ n 

ˆ lỳ tất cả các hệ số còn lại đều Ẩm, „ N- 


“ Ha 


k trong mỗi phương trình, tổng các hệ số là -d0mgÓ : 
28.ˆ 


`. minh rằng #ị = #¿ —= 24 = 0 là nghiệm 
duy nhất của hệ Phương trình ấy. (Vđtạt lần VỊ, 1965). 


_*154. Cho hệ phương trình của các ä n SỐ đ, 2, xey f0 
{ ar‡ + by PP c=ửứ, 


đaz LẺ + NÓ 


sạn (Dấu Tơ se =äy 


#tif H ảng To 


tờ ng: đó đ buuc là những. xố. thực Và a Gh 0. Chứng 


minh rằng: 
.òa) hệ khôNG củ 'nghiệm thực, nến 
_,.ò ÓŒ — 1— áac <0, | 
b) bệ có một nghiệm duy nhất, nếu. 
Nà — - 1 — Xác = 0, 
©) hệ n hơn một nghiệm thực, nếu 


¬ÁÐ — 1 — 4c >0. 
(Vdtạt lãn X, 1968). 


"155: Biết tầng hệ phương trình " 
-j 7+ ụ - Z = Ñ 
TS nh ..^ 
_ 44 + Là + zt= 35 
_ e6 một nh Œ, Ụ› 3 thỏa mần điều kiện - _ 
TH ng z8. < 10. Hãy tịnh + + sế, 


z 


'*186, Tìm tất cả các nghiệm bu vụ Tụ Sạ 4 


Dš của 
hệ phương trình: 


⁄“ 


Ty» dạ = TT 
tị +t đọ = Uúớ 
+a Sửu đục = 1a 
Tạ † Tý Ứng - 
Vu, + ị = +, 


trong đỏ Ũ là tham số {Vdtat lần thứ Y, I8B3): 


.1§7. Tìm hai số nguyên đương +, sao cho tồng 
của `1 với mỗi số là một bội của số kia: 


_*158, dyy Œa; (đa, q, là bốn số %khác nhau, cho 6G 
Giải hệ phương trình s 


( |ữy — đạ] #¿ + | đị — —. đa] . đ|+,=1` 
|aa— a| +À ~ | 4ạ T— đạ] 3$ + Ì qđạ — đ,|'1, = 

Lđa —/đx] #i Tạ — đạ| +; + | đạ = đạ| +; s= I 

| L4, — q| T¡ + | dc— đạ| T4 + | y¿—d| 1; sẽ E 
(Vdtqt lăn VIHI, 1966) 


“189. d, b, € là ba số khác Biên và giả thử +, My š 
là một nghiệm của hệ phương trính ` _ 
(+ Sa) (U ~ 4) (z— a) = 
$ @—b) (ụ — b) (z— b) = 
œ—©)(W—°)Œ—c) = d. 
Hãy tính z8 + g3 + z, - 


GH LƠ ÑG VỒ 


.BẤT BẰNG THỨC 


-160, KLh b, € là bã số tùy ý. Chứng ¡ minh rằng. 
„„ 3._ b2 +et> >- dỗ + b€ + cd. 
lồi. Giá thử a>-? và c>d. -Chứn§ minh răng 
La +"bd > đủ + ÿc. | 
162. Chứng minh ' rằng: mếu Ìal < 1 và lb <t1, thì 
dla+b[L<11+ ab1  ˆ 


== 


_168. a, b,€, cá da bổn sỐ không âm thỏa nưần điều” 

- kiên 4 a> c+ d, b>-e — d. Cồững mình rằng 
—__ 8đ > ad + bc, 

1£ 4, b,c(d là bốu số: Ỷ Chứng minh rẳng 

ca tpọ Tủ _“8=+€ * rạn 

_ -chi chọn học vinh giỏi toán piớp 10 toàn miền Bắc _ 

: Rai 1962). ,. . 

"¬ 16%. q, ö, c¡à, ba SỐ không ảm, Chứng mình rằng. 

| (đ~+ b) (Œce)(c+ đ) > 8abc.- - 


31C 


| :16Ø, @, b,c là độ đài: Các cạnh của một: tam giác, 
Chứng mình rằng : 


_#bc >.(q + b—c©) (b +e—0 (c+ a — Ù), 
_16?. Giả thử œ > b> 0: Chứng ninh rằng. 
(a —:b} d+b- Dò (đ—bỳS 
: ——————>— < ==-..., 
8g 2-, — V4 < ma 
168. Giá thử ;Á S ó và.a là một: 'số dướng sao cho, 
a vÃ << + 1, Chứng minh: rtằng _ ¬—.—. 


— q^Ã te lệ RE. rU 
. “ <vÃ <a+ _ 2 c 
T1... —2d+1 A4Oa+ 1), 


169. đ, b, cy d là bốn số không âm. . Chứng mính răng 
va +) œb +4),> lap } veẩ 
_ 170. Chứng minh rằng nếu z> 0, g>0yà “. _" 
ÝÃSí:1:. 2. 
14 1487. Ty 
và đấu, đẳng thức chỉ xây ra khi z W. an 3 
Chứng tỏ rằng nến # "0, Ụ > 0, “È< L thì bất. 
đẳng thức trên đôi chiều. : 
ứ1. ự, b,e là ba.số từý Ý, Chứng mỉnh rằng. 
" 8+ 3 dP + Ù2 + c8 
N  n 
172. Chứng mính rổng nếu |a| > 2 IÍ: thị - 
" | Jai < Star bI " | 
tả. mẽ thử: +, Ụ là: hai số bị rằng buộc. bối: điều; 
kiện +3 - Dã: J4 1. |. Euhg minh răng. Lộ Sự 
"¬ “.w' s2 cấu Š T c 
| | ` Thiền \ Bản) › È19/8) 


, 


. 174. Cho bốn số: H, U, #, tj SAO cho HẦ -† z2 =1 và. 
+3 + ca =1. Chứng minh ,Tẵng | | 


v2 <tG~ -9) + 0Œ + g)< < v2. | 
(BE, miền Bắc, 1972). 
175. q, Ùb, -, là bốn số tùy ý, Chứng mirfh rắng ' 
_ldc + bg| < vat TT", v2f-† w, 
tốc Z, Ú là một nghiệm , của phương trinh 


câp + 5ụ = =ĩ: “Chứng. minh rằng +2 +ự> > Sàn 
: 1 g; b e, d là bốn số không âm. Chứng m minh rắng 
"`. ẽ. b c | 
N... "— >VaEl. . ~. 
(Đấu đẳng thức Côsi cho bốn sốÁchông âm)... 


_ 178, q, Ù, € là ba số không ậm. Chứng mính rằng 
| đ + b sẽ : 
` C T. -Vabc. 
tất đãng thức Côsi cho ba số không Am), 


- 179, a, b, c là bà số Nướng: Chứng minh rằng. 


.- si v Ia >9. 
_180, đ, Ò, è là ba số dượng. Chứng mình rằng 
... b_. +c , 3 


“b+c ce+a Ta+bC li) 
181: .a, Ðb, c là ba số không âm. Chững mình, rằng 
. : = Thuyn v8: s> vabc . 3 
_R q nữ, ©, k, Ì, là những số không âm, Chứng 


A, | 
a+01DŒ+m > >-YaB¿ 4 vn. 


minh rằng 


| 3 


13. a, b,c là ba số KG m, ch minh các hắt - 


đẳng thức sau đây : . 
_0) 2{q3 + bề + c5) >. ba - ¬ ... 'se(b s c) + 
` _ ___+ ac( + c)2> ng 
s. B) S03 + b8; e) > -{q đt ĐT e) (@ 47 È# + e) >, 
_ > 9abc, 
c) 3a +b+ c®) > (a % b+ ©) (ab + bc + ca), 
d® 34a + b#+- c1) >, 3(a +”)(b + c)(c+ a), T 
e) 0 +`b4 + cá > qồc (a + b + c). : 
*184. Giả thử Ù < a < b < €. Chứng mỉnh rằng nếu: ˆ 
+, Ủ› š là ba số khỏng ám thì _ 
& + 8y + c0(Š +} số}< < uy. z)% 
Ngã: Aịy đ„,.., đa là những số dương, cỏ tích bằng 1. | 
CHữNg minh vắng q+ a) +- đạ).. -(1+đn) > >> 


TT Chưng minh rắng nếu œ>— 1 thì với mọi số 
nguy ên, đương ñ ạ + a)" > 1 +7ng. 


| 187. Chứng ninh rằng nếu đ2 0 thị với. mọi số 

: nguyện QMUHD 7 " ạ +.a}" > độ na TYNEETOET chi TRhaG HUÌP, _ 
188. CHứng mỉnh rằng hiếu [z| <1 thi 

} xã : (+ +)" + (—z)" 2. 

với mọi số nguyên' dương n. ` 

— ®189, œ và b là hai số, tủy W thỏ mãn điều kiến _ 

+ b >> (I, Chứng minh Tầng với mọi rí nguyên dương 

(+ + +†}< an -ị ÿe- 


“ 


\ _ 


“ 


190. Chứng mỉnh lng -? ` 
¬- 3 5 -2n—I 1 
: Nà ..e `< : : 
_191. Chứng minh rằng =- 
“. 5... 1. .á 
| TH g0 606 SH. se ng 
5) dưng Tung >1, 
⁄ 192. Chứng mịnh tằng : 5 _ sš 
: k5 'h _ : 1 ¡ số d 1 c ĐỘ # : 
. Sạn Tà "(+ n2 là: 
\ : _ } : 1 - „TT | Đã ` = 
Ýn‡mP — R” mạn - 


193. : Chứng mình. rằng 
2/TET =2 <1 KẾ s+ —< 2v: 


— 


. “họa. Giả thử a > Ô. _ Chững m minh răng 


| *195. Giả sử q, ÿ > 0, m Yằn là hai số: ngấyên 
đương -' vời "»> m. Chứng mỉnh Yẵng. 3 


: ý» VY Em. 
196.. #ụ „ ca đc làn số dương thỏa mãn điều kiện... 
27a «. %ạ = Ì, '—eoà mỉnh rằng. 
: _#y + #y de đu: +: >n và dấu dẳng thức 
chỉ xây ra khi , #ẹ. + = HE vu, = +s xã 


" 


f5 


197. Giả thử dị, đạ,‹.., -n là n SỐ không âm. Chứng, 
minh tằng — > CS sự ¬ đạ' "ị 


“Dấu đẳng thức Si xảy Fạ khi dạ = =dạ—..= đa. 
(Bất đẳng thức Côgi cho n số không ản)~ 


198. 0y, đạ..., đa là n số dương. Gọi Ðạ, bạ„,..., bạ 
vẫn là n số ấy, nhưng được sắp xếp theo một. thứ tự 
tùy ý. | _ 
Chứng minh răng. 


Sơ CN 


ca : 
“ b, bạ bạ ý : 
199.. da, đạ, ‹‹.; đa là n số dương. Chứng mình rằng 
giẾ1 Bử đa ku + đa) b + — +..+ ¬ >„ rả. 
" đạ _J“a - 

| 200. ÂN hở đến V# h số dương, vả 

§== (ị + 0y +. + đn. Chứng minh rằng 
ch s— đa _ (N—I , 


cảng đq  §~ q;`~. 
| sa „ SẺ : ` 
201. d¡., dạy .. „na là n số dương và ~ 
$ =.h + đạ ST + đa Chứng mịnh rằng 
tới 5 


¬Z đủ 8 "..- 
măng sa... 
-#8— $—ạ. s— đa. ñ —Ì 


—202, Giả thử đ2 >1 và nÌà một số nguyễn dương. 


Chứng mịnh rằng #9 — - 1> n n (vRỀ — va°~1),, 
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| *903. 'Giả Hài n và m là hai số nguyên đương với 
ni <h. "nóng minh rằng, » 


HT- 1i “ft? J<(-2JƑ <1)” 
Đ 1+ sÃ <8. - 


204. ,Chứng. mịph rằng. nếu n là một số nguyên 
LLSBE 
dương lớn hơn 2 cá, thì vn < NCT <z tê, 


ấ 


_?205. Chức minh rằng. 


2> v83 Ví >. .> vĩ > vR† T.>é. 
"206. Chứng, mình rắng - 

Vã > vĩ > VỀ > . =. KT 
*201. ke) minh rằng với mọi số Mu = đến dương 


># da có 1 CN <1+ # 


*ang, Giả thử a và 8 là hai số hữÃ tỷ dương, với 
4 + ðñ*=l. Chứng mình rằng, với mọi số dương 4q, ò, 


ta đều có a*bÊ < 4a % Bỏ, dấu bHc: thức chỉ XÂY ra 
khi q=b. . - | 


'*209. Giả thử œ s5, . l: n số hữu tỷ đương, với. 
#y + dạ +... + an = 1. Chứng mình rằng với họi số 
TUỆ 4, đay ..„„ ứn {A đều có. 


độ «. đaU <Š 8. rÈ. “;đy + ..o + ^"n: | 
dấn “ thừc chỉ xây ra khi dy == dạ —.... = đa ‹ 


(Bất đẳng thức CôsÏ suy rộng). 


°210. Giá thứ 41% ạu 4s Ìà ba số dương VÀ 
l ⁄ì = đit + _ { điytg, | _ 
ÙỦạ = đau Mi -đxzT¿ + đạn;, 


-ạ = quay 1 đga12 +|- day, _ 
vời đị(, j = 1, 2 3) là những số hữu tỷ đương và. 
„80 + đủ † đụ =đụ + + dế 1(7=1,2,3). 


Chứng minh rằng U20: 2> #. Eytạc 


- "21L. Giả thử p về q là. bai Số hữn tỷ dương, thôa 
mãn điều kiện l/p + 1/g = 1. Chứng. Tính ì tử: Zời 
S26 SỐ H, Ð y đương, ta đều có “ˆ s 
Số: : Là "ì : 
` HÙ = : mm"... . s4 
: : St ` . p` . 4 | » , vế “HT 
“212. Giá thứ đị, lạ, ..„ đạ TÀ những số đương vỡ 
định, và z4. ưạ, .., r„ là những số dương thay đồi, 


ng luôn luôn thỏa mãn điều kiến đa + dạ1z -+ÐO. 7 
, + đạZn = với € là một số cố định cho trước, 


Với những giả trị nào của. Me... 2a thì tích 4i.  Tn 
“đạt giá trị lớn nhất?2 n5 .. _ _ ' 


__ *®18. Giả thừ ị ti= =, "1,2 + cá „np wì số dương thay, 
đồi, có lòng +; + Z4: + ‹.. + đa = É t(„ khòng đồi). 
Chứng minh rắng. lê đi ((= 1,3, kêu là nsố hữu ly, 
` dương cổ định, thì tích đn du, P¬ : 


bã 


có giá trị lớn nhất KỈ; _„ 


“ - 


+) . Ta _¬ Tê : vi C- h 


.. # _x : : : 
: ẹ : - Km 


ẻ *214. Giá thử aụ, đa, ve. gũg» My X2 ¿« sót là 2n số hữu 
tỷ đương cổ định, đị, đ„ ..:, đa là nsố đương cố định 
VÀ Tị, #â, « #ạ là n số ` thay đôi, thỏa mẫn điều. 


“, sa. 
kiện đạyy 4, đa «+ đứa” =© (€ cố định), , 
CO M2, An 
: Chứng minh rằng tích .“ đao và 'ứa đạt giá trị lu 
z nhất khi 1, xa. - | 


[ T? Sộ Ji | 

.; an... ~#8 : 
Km... .. 
=...h... 

2, ` „ ®n 


*218, . GIÁ thư-a I>—I Mu h một số hãú tỷ. Chứng. 
_mính rằng: 


| ˆ'š) Nến r>[ thí (1 + ay 2 > 1% ra, 
_ B) Nến Ô< r < EM (+ SỜ & TH... 
_, Niếu ra <1 q+ s⁄ < | 


k T1 —ra- 
“*ðI6, Chứng riỉnh vâng ¡ nếu z; > 0 đ= =l1, kẻ -„„ R) 
| và rÌệ một iŠ hữu lý > 1: thì : 


cs 
6 


siế .x Rb Tin P— ° 
: = 37t #J«4HHts ` 
S60 _" 


` 


nì "*3I Giả th;^z+y`> >0 (te 1 _ R),.p tà gi hái, 
g nguyện đương với dâng q. "¬. mính ". 


lễ “3 No + KHE) 


218, Chứng mình Âu nếu đy, đạ,.... “đa : bạ, Đáp s 
tà 2n số tùy ý thì Lứy Đy + 4a Đạ + «+ đa ban Ì S2 
_“. ị (đi + «. —h đn) (bị + g.iẾP bà). 
Dấu đẳng thức, chỉ xây ra khí † tồn tại một số k sao. 
.cho đy = -kbụ, đạ = kbÙạy...:, đn — kbn. _ 
. (Bất đẳng thức Svacxơ).". 


319. Giá thử a, Ð,c là ba số thỏa mãn "điều Kiện 
H#H, Mới tH” “hi 3Ó 
- Chứng minh rằng | ĐỂ cụ 
'vấn + 3 + vi +3 + vic+®< g' v2 l 
220. đ, đạ,.. nã đa, b;, bạo... Đa vC là những, số tiy b 
(c + 0). š 
-_ Chứng minh rằng . 1 ayÐ — nh; +. ‹ “8n b. Ì < 


, 


<a(Œ + .. + đố) + = TƯ ng -+)Ÿ} 


| 221. Œœ, 4, Xế , fa, 4 là những: số cố định đã cho: 
trước vÀ 4, #..., Za là những: số thay đồi, nhưng. thỏa 
mãn điều kiện - 
- đy7¡ +} đạt; +. | đựn = Á- 
Với xiả tri nào CỦa 4, Z¿...., Ta, thì biỆ thứe. 


T2 + #3 +... + xi ? đạt gìả trị nhỏ nhất ? 


_›*993,.Thị bị (Ì =⁄, 2,... n)] là những. số th -Phh 
mỉnh. rắng | 


<V + +ự 


4 


Đa còn g bất đêm thức TH, D iu th] Ty 
BunhjacốpxkÍ, ¬ | 
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“223. Giá thử &, bị (ï = 1,2,..., n) là những số dương 
Chứng minh rằng - _ 


vu +b¡) (đạ-Ebạ) ... (1a + bạ) 2 


n b n 
F0, SẺ.VD.D2.. Bao 
>- VY (đạ.. - đn *+- va 


*224, Giả thử ƒ(®) là một hàm số xác định trên 
khoảng (a, b) với tính chất 


ƒ =2?) .< HH /(œ) 


2 - 


với mọi điềm z¡, #s thuộc khoảng (a, b), và dấu đẳng 
thức cài xảy ra khi r; —2z„; Chứng mỉnh rằng nếu 
24, 14..,2a là những điềm thuộc khoảng (4, Ð)} thì 


f E: + 2+ m <Œu + fsà + - + fŒn), 
| n. _—_ R—~ 
và đấu đẳng thức chỉ xảy wa khi 3, = Tạ ==... = Ta 


*225. Giả Ð'† +; > >lựf= = {,2,..., n). Chứng tmmỉnh rằng 
[_- 1 | SN 
sk: 
l+ CC SÊ 


1+4 l+ưa - ` 1+ ˆ 
đấu đẳng thức chỉ xả ra khì +; — ° #a =.... ma 
Chứng tỏ rằng nếu 0 < Z¡ < 1 ( = 1,3,..., n) thì 
bất đẳng thức trên đồi chiều. _ 
226. 1, Tay... vay là n số tùy ý. Đặt 
8= TT 8a Ba Ta, 
$a == TỊTa T T1: (Ệ vẽ Đ tia + Tạ1y + 
Ê s14: +... + Tna—t 1%. 


4 


_8) Chứng mỉnh rằng " >>.“ NT) ] 
®) Chứng minh rằng với mọi ¡=1 ;2,.,,„ h ta cỏ 


# _n—È II cứ SG 
n n \ n— R—Ì 
$ 
ưng 


s;<*¡< < 


227. Ký hiệu œ, b, c là độ dài các cạnh của một tam _ 
giác, Chứng "minh rằng 


a?(b + đ— q) + Đ⁄e{ + a— b) 2+2 (a đt: b—9< < 3abe 
(Vô địch toán Quốc tế lần VỊ, 196 É), | : 
_ *228, Chứng minh rằng nếu +; > 0,z; > 0, 
Z7: — z>Ð, #aJa — z3 > 0 thì | | 
& + 8a) tuy + — ¡ + 


1 lì 
` j"... SuẾ 
+17 — E aÙa — 


Thiết lập điều Min đề xẩy ra dấu tư thức. 
l ¬ - (Vđtạt lần XI, 1969). 


"229, Giả sử a, b, t là những số nguyên dương: lớn 
hơn 1. Các số a, L là cơ số cửa hai hệ đếm. Các số Án và 
Hạ có cùng cách biểu diễn Za#aaa.da, 7 | 
trong các hệ đếm với cơ số a và b, ngoài ra zn z 0 và: 
#a~x 5È Ö. Gọi Áa~; và Hạ_; là các số suy ra từ Áa và Đụ - 
sau khi xóa za. Chứng minh rằng a > b khi và chỉ khí 


;C NI TỰ 
: mm hs B› 


(VjtgLiần XI, 1970) 
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°230. Xem mệnh đề: 
« Với mọi số đụ đạ,... đụ đều xảy ra bất đẳng t thức : 
(aạ—a;) (ay—q) ... (q—đa) + 

¬: (đa) "..:r Đướnn: + 

_+ (đa — ai) ¬ đa) ạ-- (đa— đạ_¡) > 0b 
Chứng minh rằng mệnh đề đúng khí n = 3 và: 
= 5, và ¿3406 đề sai với mọi giá trị khác của n (n>2).. 

v" ®............. (Wđtgt lần XMI, 1971), 

"25L Giả thử p, qlã hai . số không "âm, có tông 
.p+g=l. Chứng mính rằng với mọi số nguyên dương 
—n và mm, ta đều có (1 — p^ )® + (1— "ng _ 


_ #9932 Đặt . 


`. 2„..24)= Em. bo CS, 
¬ 
Chứng mình rằng nếu 0 < đi <“— ([=1⁄2,.., n) th 


fŒa. Ty: - a) z- f(1—z» Là. —, 
đấu «n đẳng thức chỉ xây ra khi z; = #; =... = #a. 


CHƯƠNG VI 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 


233. Giải và biện luận các bất phương trình 
` Tàn, -0_ (mb>0). 
_ b (1 


z—I1 


b)+ + —— >*— (a+1)+ (a0), 


C) ào HH 1E > Z2 nh” (q, b > 0, a=PÖ). 


q—b q+-b 
đ) laz + b] < a. 
`. l+xa- 
231. Giai bất phương trình † < T_. <^2.- 
¡.. — Ý 


335. Núc định m sao cho với mọi z, ta Cều có 


J42—117—0 
-— 9 ——— ), 

ˆ) ` x2++a+-1 lấy 

b) mz2 — 4z + (3m + 1) > 0. 

286. Giá thử a, b, c là ba số dương sao cbo 

_ | d# +} b(l-— +) > cxz (Í—#) 
với mọi giá trị +. Chứng minh rắng khi đó, với mọi giả 
trị # ta cng có + + € (—+) >» b# (1—-.v) và 
bx + c(l—z) > az (1—.), 

h | 


237. Giải các bất phương trình 
11+2 — ñx -+L 6 


b -L _—_3 1—2r 
+ +1 z3—=z+l ` +1-+ 1 
©). (22 + 4+ + 10)?—7 (+2 + 4x + 11) + 7 < 0. 


+3 +. x2 r3 — 3x2 


238.. Giải hệ bất phương trình 

| _ la2— 4z | < 5 

| ' lxz + 11<3. 

239. Giải bất phương trình 

12 — ð+x +- 4 
x2 —4 
240. Với những giá trị nào của-m., thì các nghiệm 

va phương trình 422 — (3m + 1) + — (m + 2)—=0 

sẽ nằm trong khoảng từ — 1 đến 2? 


đ) 


“se B 


241. Chứng mình rằng nếu + + đự = |, thì 
23 + 4ˆ > = 
_ "242. Giả- thử +, là nghiệm của phương trình: 
q+ + bự = c. Chứng minh rằng | 
| | : A2 “ a 
A*22 + Dầu» ————————_, 
V?P t VI, q22 + b^A2 
_ #43. Gọi t là một nghiệm đương của bất phương . 
_trình z* — 2p — q?> 0, và gọi ø là một nghiệm của 
bất phương trình ® — 2gx —. p* < 0. Chứng minh rằng 
HD >pe+ g~ 
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244. Chứng minh rằng nếu ab' ~— a'b +0 0, thì hệ | 
bất. phương trình với hai ần «, 


q+ +hpy >€ 
ị đc+bu>c 
luôn luôn có nghiệm. : 
_ “215. (xiá thứ a2 + b3 + $0, d^2-+ b* + c2 =E 0, 
a*?-+ b2 + c°2+ 0. Đặt ng đa -+ bụ + € 
B=#'+z~+ bụ + €, C = a*+ + b0 + c°, 
Chứng mình rằng trong tám hệ bất phương trình 


A»>0 1>0 A>0 LA>0. 
B»>0 B»>0 B<0 B<0 
C>0 CŒC <0 C>Ð9 C<0 
A <0 4Á <0 ÁA <0 A<0 
B>9 B»>0 B<0 Hà 
[C>0 C<0 C>ũ0 C<0 


có Ít nhất một hệ vô nghiệm. 


*246. Tìm tất cả các số nguyên đương +, sao cho 
tích các chữ số của nó (viết dưới dạng thập phân) bằng . 
+2 —. 10r — 22. . {Vđtat lần V, 1968) 


*247. Giải hệ bất phương trinh 
(xÌ — sf¿) (xì -— tay) < 0 
(+3 — xen) (1Ì — xực) <0 ˆ 
(gì — xa) (xi = Z;Za) < 0 
(xã — zym) (4; —xy#u) < < : 
(z2 — #a#4) ( — #4) < 
(Vđtqt hệ XIV, , 1972) 


248. Giải phương trinh chứa căn thức 
vd2z+1 + vz-ð= 4 
249. Giải và biện luận các Ben trình : 


: vư+a + Yvd—+ 
acc CC. ng , b 0). 
9 Vy ven 


' và s va—b ~ệc q : 
') VPxvea V- (b> 0. 


250. Giả thử a > ở. Giải phương trình 
_ °_(g—z) vư—+: +(œ£— b)vz—b “".. 


_Vd—+ + V2—b 
251. "Giải và biện luận phương trình 
va +b — 5z + vi +a—5+— 3vq4+ 
952. Giải các phương trình: | 
.a) VETivr1i¿2dccñaied 4— 3 


bạ Vư —vz+li —vz+Â4 +vz†9 =Ụ. — 
e) V235 +vzitl =3xz+2v21158L3 —16. 
_ đ) vàt+a2— 1+ vaitrai+2 =3. 

e) vây 'tÑz+õ + vài—Ï =2++2. 

£) V1—Vztz =z—I. 


gì V #+23V#-1 + Won Vz—Ì =x—l. 
_ ` Vx+3—4vz=T + V++8—6 vi =1. 


| va—2 + vĩ * ¬"”". 11. 


4? 


253. Giải và biện luận phương trình 


| Va—vat+ =#,q >0, 
954. Giải phương trình | 
1 { 
T NV 
955. Với những giá trị thực nào của +, thì mỗi đẳng 
- thức sau đây là đúng: . 


xả ïn.... /z=vwer- 


b) Vx+vA—T + V#+—v#z—1 = Ì, 
k¿ -. #0 +V2r—l nã V# #— V2z—1 =2. 

š : _(Vdtat Tần 1. 1959) 
256. Tìm các nghiệm thực của phương trình - 


_ va?—p + 2 vzi TC =—+, 
rong đó 'p là một tham số thực. kg» lần V, 1963) - 


257. Giải ph nh trình 
viĩ—z —#Z + vẽ +20 = 5. 
258. Giải hờ ng o trình 


Vx+vE +\ aq—V+ ¬.> -b >0. 


259. da, b, c là ba số dương.. Giải và biện luận 


vẽ 


a n. . na 
` lq+xz —_ bvdaz 
phương trình var+z + wa+z_ =—  ——— 


# c7 


s60. Giải phương trình (œ, b, > 0) 

V +a 1 w/ SNGhIP /b+x+ /b—et 
—V ¿—œ Vrxr+z  Vò—z + b+„+x ` 
261. Giải các hệ phương trình 


vz +vgTrÌl = |, 


vztT+yg = 


Vz+vw. + VWz=vw =% 
Wrvr- ¡42W SÔNG 


%62. Giải và. biện luận ñệ phương trình 


/ax-+LDUW | br+ 0 _. 
_Y br+waz + ax-+ÙW - ° 
/z+1 Ụ 3... 
V~g Ụ t a+l = 
HENg: đó a và b là hai số ĐỀ đồng thời bằng không 


¬«e 8... 


A) 


Jh EnỢS” 
Ụ ti bị LAN 
VN g ` N .” 
_Vrgz = Ì 


964, Giải và biện luận phường trình 
_—— Vi đpr- ~p =3 - -8px-.p' =H, 
trong đó p > (s _ 
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266. Giải các bất phương trình. 
=8) a2 + vda2—3+ +2 > 3a +7, 
b) va2— 3+-—— lŨ » aœ —. 2 
1— vỉ —4x? 


c) NHI: TUNNGG <3, 
ca — vã 

đ) 1 Loại lo b <k 

^ 1 

e) v2r+ l1 t¿f ) 


—T, 
f) =. 
2—+ 1 —2x 


)) V›—+ c3 v1 — > ——— aH.) 


266. Với những giá trị là nảo của +, thì bất 
phương trình sau đây được nghiệm đứng 
4123 .T 
————>—— K<2+†9. 
(I—vi+2zˆ b ¬ : 
' _ _ (Vđtqt. lần H, 1960), 
267. Xác định tẤt cả các số lo) # 'thỏa mãn bắt 
phương trình v3 —~ — + +Í> EU ' 


(Vđtqt lần IV, 1962)... 


LỜI GIẢI 


1. a) Kết quả suy ra từ đẳng thức 

- (g3 + b2) (mà + n?) = (am N8 bn} ¬ (an — bm}. 

®) Kết quả suy ra từ đẳng thức " 

— (at +2 + (+ đ) (mÊ + f8 + PẺ † g= 
= (am — bn — cp — dạ” + (an + bm — cq + dp)? + 
+ (qap + Ùq + em — dn)?”+ (aq — .bp + cn — đnU`. 

2. Từ đẳng thức p/q =`p/q` ta suy ra pJ=p*4. 
Vậy tích pq° chia hết cho p, nhưng vì (p`g`)= 1, nên 
p phải chia hết cho p, tức là p = IIP` 
với u là một số nguyên dương. | 

tương tự, đề ý rằng tích mq chia hết cho p, nhưng 
vì (p,g) = 1, nên p` phải chia hết p, tức là p.=op (2) 
"với ø là một số nguyên dượng. | 

Từ (U và-(2), ta suy ra p = up` = UI0P. 
Vậy» up = 1. Tích hai sổ nguyên dương u, 0-chỉ có thê 
-bằng 1 khi ø = ø = 1, từ đó šuy. ra ngay P =P'q= . 


- 8. ĐỀ giải bài toán, ta cần chứng tô rằng với mọi ` 
số tự nhiên n, các số 21n -- 4và ln + 3 là nguyên 


ai 


-_ tố cùng nhau. Quả vậy, gọi d(đd > 1) là ước chung lớn 
nhất của hai số ấy. Ta có: | 
2ln + 4 = kd, lắn + 3 = ld, 

với k và Í là những số wguyên 4 dương. Từ đây Mt ra 
| 7n +1 = (k—bd, 
đo đó — 2ln+ 3=3(È—l)d 

Wì VẬY : Š 
1 = (21n + 1)—(21n -- 3) — kd — 3(k — †)d = (31— 2kMi,: 
tức là 1 là tịch của hai số nguyên 3i — 2k và d. Điều 
này chỉ có thề xảy ra khi đ = 3 — 2k = Ì.. 


4. Có thể viết các số a và b dưới đạng 
a = 7k + r, b—7l + s, : 


với k và Ï và những số nguyên, còn r và z có thề lấy 
các giá trị 0, 1, 2,3. Vì vậy. ` 

q3 + b2 — 19(k2 + !?) + 14 TỶ s, 
Từ giả thiết suy ra rằng 73 + s2 chia hết cho 7. _ Nhưng 
r2 và s3 chỉ có thề lấy các giá trị 0, 1, 1, 9. 
Do đó nếu chẳng hạn r zÈ 0, thì ta thấy ngay rằng r2 + 


khòông thể chiá hết cho 7, Thành thí r = 0 và Lương 
tự, s= 0, tức là a và b đều chia hết cho T.- 


5..Nếu a2 + b2 chia hết cho 2Í := 3.7, thì œ2 + 2. 
chia hết cho 3 và 7. Ở bài toán 4 chúng ta đã chứng 
miỉnh rằng khi đó a và b đều chia hết chọ 7. Sử dụn 
củng phương pháp chứng minh trong bài toán ấy, chúng 
tá thấy rằng a và b đều chia hết cho 3, Vì 3 và 7 là hai 
số nguyên tố cùng nhau, ta suy ra rằng œ và Ð đều chia 
hết cho 2.7 — 21¿„ do đó d2? và P2 đều chia hết eho 
21? H1, như vậy 42 + j2 chia hết cho 411, Ẫg Q 


" 


hờ 


6. Ta hãy chứng minh bằng phản chứng: giả thử 
cỏ một số nguyễn. n sao cho n2 + 3n -L 5 chia hết cho 
121 = 112 Khí đỏ n3 + 3n 4° chia hết cho 11 và 

r2 .„ 8n -+ 5=(# + 3n + 5) — lin 
chia hết tị 11. Vì n2— 8n + 5 = (n — 4# — H, 
từ dày suy ra rằng (n — 4} chia hết cho 11, YV¡ 11 là 
một số nguyên tố, ta lại thấy rẰng n— ‡ chia hết cho 
{1. tức là số n có dạng n= 11k + 1, với klà một 
_ SỐ nguyền. 4 . 
Như vậy n2 +.ân ,L ð = (n8 — ân + 3) + lin = 
=@n —4 + 11n — H = (1182 + LH(HÉ + — 1= 
.-= 121 (k3 + k) + 33. - 
_ Vẽ cuối cùng của đẳng thức này không chia hết gio 
121, trái với giả thiết phản chứng. : 


_— Thành thử không thể tồn tại mật số nguyên n đề 
— m2 + 3n + 5 chia hết cho Í24.. `.. 


T. Gọi d là ước chung lớn nhất của đ+Ð và a3 + b3, 
Khi đó đẳng thức 2ab => (để. +?®Ẻ—(@œ + ở) chứng tỏ 
rằng d là một ước của 24Ù, ` 

Ta hãy phân biệt các trường hợp sau : 

0) d là một số lẻ. Thế thì đ là một ước của œb, Nếu 
d> 1+1 thị d phải chứa một thừa số nguyên tố n > 3. 
Hỗ ràng p là một ước của d0. VÌ p nguyên tố, nên P 
phải là ước chẳng hạn của 4 (trường bợp p }à trờc của 
b cũng được xét tương. tự). VỀ p là ước của đ, dj là ước 
của # + Ö, nên p là ước của đ + J2 và p cũng là ước của 
b —-(d + bì — œ Như Vậy ø là một trớc chưng của 4 và 

= h, Theo giá thiết, a và ò là truyen tổ cũng nhau, từ đỏ 
suy rap = 1, nâu thuận với gia thiết p> 3 — 
Thành thử nếu d là một số lẻ, thì d =:Ì. 


* 


b) đ là một số chẵn, tức là d = 2#. Khi đó Œ là 
một ước của ab. Nếu đ” > 1, thì cũng như trên, ta lấy 
một thừa số nguyễn tốp > 2của d' và chứng minh 
rằng p là một ước chung của a và Ù, đo đó p = Í và ta 
đi đến mâu thuẫn. ¬ ` 

Thành thử nếu dđ là một số chắn, thì d=9, - 


Tóm lại, nếu a và b là hai số nguyên tố cùng nhau, 
thì ước chung lớn nhất đ của a + b và œ + b2 chỉ có. 
thề bằng 1 hoặc 2. Rõ hơn: | ng ni 

— Nếu œ và b đều lẻ, thì (vìa + b và œ2 + b2 là hai 
số chần, có 1 ước chung là 2) d = 2, 

— Nếu trong các số œ và Ù, có một số chắn yà một . 
số lẻ, thì (vì a + b và œ2 + Ù2 là hai số lẻ, không thề 
có ước chung 2), dd = 1. TNG ở 


8. Gọi q và r lần lượt là thương và phần dư trong 
phép chia số nguyên tố p cho 30, Ta cóp = 30q + ï 
với0 Sr<29 7. ¬. 

—W | | 

Đề ý rằng 30 = 2.3, 5, và p, 30 là hai số nguyên tố - 
cùng nhau, nén ứ Effrig thê chia hết cho 2, 3, 5, nói. 
cách khác, r không phải là bội số của 2, 3; Š. Tróng các 
số nguyên từ 0 đến 29, những số không phải là bội của 
2,3,6 là 1,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,. ° 
thành thử r chỉ có thề là một trong các RÖ ấy. Tất cả 
_ các số (1), trừ 1 ra, đều là những số nguyên tỐ. N 

9. Ta hãy biến đôi _ | ° dấ | 
| Hệ se 8c 2264758 5g lbe9Ha PS” | 
= (ø?— 1) —(q—1) #- ... + (đậu~t—— 1)— (đam 1)” ` 

=(@ — 1) (œ + 1)— (4 — 1) (0 + Ð + s 
« # (đa — 1) (6gụ2y + D— (đạn — 1) (đại đề. 


vị a là một số lẻ, nên mỗi số hạng 
| (ø — 1) (ai + _ (1) 
_ là tích của hai số chẳn ii liên tiếp, do đó cha hết cho 8, 
Mặt khác, trong 3 số nguyên đi liên liếp & — 1; a,đ + Ì, 
phải có một số chia hết cho 3, nhưng" theo giả thiết: - 
ø khống chia hết cho 3, thành thử hoặc đ — 1, hoặc 
ø, +1 phải chia hết cho 3, vì vậy tích (1) chia hết cho ä. 


. 


_'T6m lại, tích (1) chia hết cho 8 và cho 3, mà 8 và 
3 là hai số nguyên nguyên tố cùng nhau, đo đó tích (†) 
: chia hết cho 8, ở — 24, từ đỏ suy ra rằng - 
"` —vuỆ +- ... + đẫnT-¡— đến | 
chia hết cho 9%. - - _ "_ 

— 1g, Gọi số chính phương đã cho là Ả. VÌ đ lần 
cùng bằng 5, nên A phải là bình phương của một số 
_ nguyên tận cùng bằng 5; do đó, 4 = (Đa † 3, 

` 'yới a là một số nguyên khác Ù (vì 4 > 100). Thánh thử 
sử 4 = 10048 + 100a + 25 = 1004 (a + 1) + 25, 

- từ đây suy ra rằng chữ số hàng trăm của 4 là chữ số 
_ hàng đơn vị của a(a + Ì). Nhưng d(a + 1) là tích của. 
. thai số nguyên đi liên tiếp, nên nó là một số chẵu. VÌ 
vậy chữ số hàng trăm của A là một số chần, 


I1. Ta hãy chứng tỏ rằng nếu a = ‡Ât, với k là một | 
số nguyên đương lớn hơn 1, thì với mọi số nguyễn 
dương n, số z= n€+ œ luôn luôn là một hợp số. Quả 
vày, khi đó | | ko cỳ 

nh. a = né + 4k€q— nà + 4 it + 4*t — án?‡ê = 
= (r@+ 32) —(Onk)? == (nề + 3IŒ + 9k3) (rô — 30k + 3K”. 


5“ 


Đề ý rằng. | 

+ÐŸ + 2n} + 22 = (H + k3 + k2 > F2 1, 

có ý MT ầnk +- 3k3 =(n c— kỳ? + k2 > kế S 1, 

như vậy số z được phân thành tích của hai Số nguyên 
lương lớn hơn †, ¬ | 

_. 12. q) Giả thừ n Ị 
4k + 3. Nếu n là 

- mình gì cá, Nếu' a ] 


à một số nguyện dương cố dạng 
nguyên tổ, thì không phải chứng 
À một hợp số, thì n — ab với q, b 
là hai số nguyên dương nhỏ hơn n. Vì n lễ, nên đa, b 
đều lẻ, do đỏ a, b phải cỏ đạng 1k + 1 hoặc 4E +3. 
Nết a= 4 + 1 và bÌS 1 + 1, thì ' 
' n = qb = 4 (4kl + k +“Ù + 1, _ 

tức là ín không có dạng 4k + 3, trải với giả thiết. Vậy 

trong hai số q, b, phải có một số có đạng 4k + 3 -- 

Có thê giả thiết chẳng hạn a có dạng 4k + 3. Nếu 

@ nguyên tố, thì phép chứng mỉnh kết thúc. Nếu a là 
mọt hợp số, thì lập luận trên lại thứng tổ ' rằng a cỏ 
- một ước số nhỏ hơn ø và có dạng ‡k -Ƒ 3, 


3 


Vì quá trình phàn tích một số nguyên dương thành 
tích của hai số nhỏ hon số ấy không thể kéo đài vô hạn, 
nên kết quá ở trên chứng tỏ rằng ta phải đi đến một 
ước số p tủa n,p có dụng Ík -}.3 và ? không thê phân 
tích thành. tích của hai số nguyên đương nhỏ hơn p, tức 
là p la một số nguyên tố. - _ 

b) Ta hãy lấy một số nguyên dương tùy ÿ vời 
N >4. Rã ràng số NỈ — 12.215. NĂ là một số 
nguyên dương có dạng 2£ + 3. Theo phần a), ta thấy. 
răng Ý! ~- Ï có niột trớc số nguyên lỗ p có dạng 4 + 


J. Mặt khác, rõ ràng X1! .~ | không chía hết cho 2, 3, 
TY: , Thanh thứ Ọ > h | ' : 


Ko 


Như vậy ta đã chứng mình được rằng với mọi 'số 
nguyên đương À > 4, ta đều tìm được một số nguyên 
tốp > N, với p có dạng 4k + 3. ` 

Từ đó suy ra ngay rũng có vô số nguyên tổ cỏ 
dạng 4k + 3. 

18. Ta cớ, với một. số tự nhiên n 

| 08 +-1— 3m +1 =9) +1, 
Số đ" luôn luôn lẻ, vậy sa S= 2k + 1, do đó 
ỹ (9# + 1= Øk + 1? + 1=42 + 8 +2. 
. Như vậy 9° + 1 không chia hết cho 4, và do đó không 
-thề chia hết cho 100. š 

14. Đề ý rằng 9* —=(8 + 1)? —=8k + 1. 

Vi-vậy 79? — 78kt1 = (7924, 7 = 2401**.,7 = 

= (2100 + 1}** .7 = (100n + 1) 7 =700n + 7. 

ạ › Từ đây suy ra rằng m" tận cùng bằng 07, 
___ 18. Trước hết ta hãy đề ý rằng mọi số nguyên đương 
n đều có thề viết dưởi dạng n = 2*. m, () 


-với k là một số nguyên >- 0và m là một số .lẻ > Í; 
quả vậy, m lá tích của tất cả các thừa số nguyên tố 


lễ của n. ,:- 


Ta hãy lấy một số nguyên. teöng n tày ý (n >> ‡), 
không phải là một lũy thừa của 2, Khi đó, trong dạng 
biều điễn (1) của n, m là một số lễ > 1, và ta cỏ 


2+ 1=22m + 1= (25)m +1m= 
= (+ 1) [@®)n¬ — (29m3 +... —#* + 1] 
Đẳng thức này chứng tỏ rằng 2` +1 là một ước của 
_ 209 + Í, - 


NHI 


+ 


kự>3®. 


Hơn nữa Z + 1> 22121 +1< 3và 


2-+1<2m + 1= + 1, như vậy 2" +1có một ` 
ước số khác 1 và khác 2" + 1, tức là 2 le: 1 là ch 
hợp số. 


Thành thử nếu 2" + 1 là mộ số nguyên tố, thì n 


_,phải là một lũy thừa (bậc > 0) của 2. 


Đề ý rằng n = 2* chỉ là một điều kiện cần, nhưng 


.. không phải là một điều kiện đủ đề 2" + 1 là một số 


nguyên. tố (sai lầm của Fecma : Ơle đã chứng minh _ 
rằng 2 + 1 không phải là mội số nguyên tố) " 
16. Ta hãy chứng minh bài toán bằng quy nạp theo 


- 


Khi k = 2. là số 2+ 1= ĐỀ£ LẦ tư 1=16+ 
+ ! = 1, 


Giả thiết đã chứng minh rằng 2 *+ 1 tận cùng bằng 


' tức là 25+ 1, = l0jm + ï, với mộ hh một số nguyên. 


dương. Ta có 24 —.10m + 6, do đó 22” 1b —34 +1 
=(' + 1= (10m + 8 + 1= 100m2 +-120m + 3/, 


đẳng thức này chứng tỏ rằng z - 1 tận cùng. bằng 7. 
1z. Trước hết, ta hãy đề ý rằng nếu cho n lần lượt 


. bẵng 1, 2, 3,4, 5, 6 thì 2n sẽ lần lượt là 2, 4, 8, 16, 32, 


64, do đó phần dự của phép chia 2" cho 7 sẺ lần lượt 


clà2,4, 1,2, 4Ì. 


..i 


Điều đó gợi ý rằng phần dư của liệu chia 22 cho. 


- 7 sẽ lần lượt là: 2, 4d, 1 nếu n lần lượt bằng 3k + l, 


3k+2, 3k (k nguyên dương). 


* 


55 


Quả vậy, nếu n = 3k thì - 
— 9n = 2# = 8* = (7+ l)È = 7m + 1. 
Nếu n = 3k + 1t | 


2n — 2ãk01 — 244,2 =.2 (7g + 1) = lâm + 2, 
và cúối cùng nếu n= 3k + 2 thì 


_n = 2812 —= 2t,4= 4 (mm + L) = 28m + 3. 
Từ kết quả này ta suy ra rằng : 


'a) Số 2 — 1 chia hết cho 7 khi và chỉ khi n có 
dạng 3k, tức là khi n là một bội của 3. 


_ by Phần dư của. phép chia 2" + Ì cho 7 lần lượt là 
23,5 khi n lần lượt bằng 3k, 3k + l, 8k + 2; vậy 
bàn | không bao giờ chia hết chơ ?. 


18. Chứng mỉnh bằng quy nạp. Khi k = l1, thì 
2 +'1=T23+Í — 9 chia hết cho 3 = 3*. 


Giả thiết đã chứng mình bài toán cho È. Thế thì 
k*+¿ : S 


, 98 =09*+1=@°`+ 1) 02 —?'3 1), 
_ TRSU) giả Kế quy nạp; 2 + 1 chia hết cho 3, 
tức là 3 — ' m3 —.1, vời m là một số nguyên dương. 
'Đo.đó 233 ”—2% + 1 = (m8# — 12 — (m8* — Ù) + 1 = 
_ _ = m23#+ — m3* + 3 —=ản, 
với nà ch số nguyên dương. Thành thử : 
hư i=@ +10 œ2 x D = 
= m3*.3n = 3*+!.mn. € 
Đẳng thức này chứng tỏ rằng 2#+t + 1 chia hết 


cho 3+1, 


bộc 


19. Từ giả thiết, suy ra rằng 
1U—p (œữ+)=0 
#M — P Œ + g) + ph=p®, 
Œ+~P) —p) =p. 
ŸÌ p nguyên tố, nên chỉ có thề phân tích p2 thành ra 
tích của hai thừa số đười dạng s_ _ 
-1. P3, :p. p,p*.1, (=1) (—p2), (~?) (—p), (—p*) (—-1). 
Do đỏ:.ˆ : | 
1) x—p=l, —p=?? hay z=p + 1, U=p (p+1). 
2)z—p=pb.u—p =p hayz=u=2p, so 
.3)#~p=p3, jÿ—p=† hay z=p (p+1), U=p+1, 
3) #~p=~—1,u~h =~ pˆhayz=p—1,=p (1—p), 
3) #—p=~—p, ý —p= ~ p hay =U=U, < 
8)z~p==P,U—p=~ 1 hay z=p (l—p), ¿ 
Ụ= p—I. : | 
20. Xem, chẳng hạn, trong Bài giải các đề thí tuyền' 


sinh đại học, môn toán, Nhà» xuất bản đại học và 
THCN, 1980, 


21..Vai trò của zr, ự, z là như nhau, nên có thể giả 
thiết rằng 1 <x~ <  <z. Đặt xz = Ị +iu=t+m, 
z=l+n, thế thì !, m,n là những số nguyên với - 
<i<m< n. Theo đầu bài, ta có 
: : | : " 
43+ Lm +h=sÑ+0(1+m)(+ n)= 
| = + 1+ m + n+ m + hư + nÌ + Imn, 
lay ` 2 = 1m + mn + nÏ + Imn, ` 


. Nếu l> 1, thì về phải sẽ lớn hơn hoặc bằng 4, vì 
vậy ta phải có l= 0, do đô 2 = mn, từ đây suy ra 
m = Ì, n= 2; thành thử zøz = {, JỤ —=2,Z =3. Các 
nghiệm khác của phương trình suy ra từ nghiệm trên 

bằng cách thav đôi vai trò của z,:, z: như vậy cả 
(lấy có sảu nghiệm sau đây (viết theo thử tự (z, g, z)) 
(1,2,3), (1,3,3, 1ý 2), (1, 3,2), @,3,D, (3,2, 1). 


sẻ Giả thử phương trinh cỏ nghiệm nguyên dương 
«tr, ự, ZÌ, Gọi là ước chung lớn nhất của + và 7, tức là 
tt điitVÊ z = dù, vời u, ølà hai số nguyên dương, nguyên 
ố cùng nhau, Đẳng thức xự = ~2 trở thành duy = 202 - 
xay #0 =c do?, Như vày tích d2 chia hết cho ứ, nhưng - 
vì (n, 0) = 1 do đỏ (u, 03) = [: và đ phải chia hết cho 
1, tức là dd = fu với nguyên dương. Thánh thử ta có 
tÈ = tu, š —= tu, từ đỏ suy fa ÿ = Íb*, 
— Thành thử nếu phương, trinh đä cho có nghiệm 

nguyễn dương, thì nghiệm ấ ãy phải có dạng : 

: , ` = Tra, Ụ = ÍU,:z+ = TT, : (1) 
trong đô f là một số nguyên đương, u và 0 là hai số 
nguyên dương nguyên tổ cùng nhau. 


Ngược lại, nếu lấy ?,t, ø là ba số nguyên dương 
'tùy,Ý, với (ứ, 0) = I1, thì rõ rằng các số +, ự, z xác định 
Mới (1) là nghiệm của phương trình xụ = z3. 


Như vậy, đìng tồng quát của nghiệm @, Ụ, 2) của 
phương trình œự = z2 được xác định bởi các công 
thức (1), : với (, u, ø'là 3 số nguyên dương tùy y, và 
(u, 0) = 1. | 
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23. Giả thiết phương trình cỏ nghiệm nguyên dương 
(Z,.0, z).. Vai trò của z, ự; z là ngang nhau, nêu có thê 
coi rằng + > g >> z > 1. qđ) 


Khảo sát các giá trị của +, , 2, ta thấy răng c chỉ CỎ 
thề xảy ra bốn khả năng sau đây:.  - 


1. Cả ba số +, ụ, z đều bằng 1. Nhưng rỏ ö ràng các 
giá trị này không phải là nghiệm. 


2. Trong ba số +, . z, chỉ có hai số bằng 1. Do giả 
thiết (1), dĩ nhiên khi đỏ ta có  =z = |, và phương. 
trình trở thành 11 + + +1. | 

Đẳng thứé này không thê xảy ra. | 

3. Trong ba số +, , z chỉ có một số bằng l1. Do giả 
thiết (1), đĩ nhiên khi đỏ tac Z> 0 >z=Í | 

_và phương trình trở thành 10 + + + ụ = >>.ứU. 

„Phương trình này tương đương. với. 

11 =(r— l1)( T— Ù). | 

Vế phải là tích của hai số nguyên dương, sô: về 
trái chỉ cẻ thê phân tích thành ra tích của hai số nguyên _ 
dương đướởi dạng 11.1, và đềý rằng r—1>-ÿ Xã, | 
nên ta phải có £ — 1 == Í1, Ụ — † := I. 


Như ,XâY t phương trinh đã cho thừa: nhận nghiệm 
._~= 19, Ụ =2, z= 


(và các nghiệm khác suy ra từ nghiện ấy bàng cách 
trao đồi vai trò các số #, ự, °). 


4. Cả ba số +, w,z đều lớn hơn | (tức là. lớn hơn 
hay bằng 2). Đặt u=—= z—- 2, 0= U-—3, tb=— xả 3À 


“.. 


thì u, ø, là những số nguyền, với u 2% b 2>'t0 >0. 


02 


Phương trình đã cho trở thành 
lỗ + øứ+ øp+ 1b=(u + 2) (ø + 2) (0 + 3) =. 
= t0t0 + 2(H0 + 0U tuu) + 4(H + ø + ID) + §,.. 


.hay 7 = ứow + 2(up + 0ø + mu) + 3(n + 0 + 0) @) 


Nếu r»> 9, thì vế phải của (2) sẽ lớn hơn hay bằng 
1+2.3+ 3.3 = 16, do đó đẳng thức (2) không thể xảy 


_ra.. Vì vậy phải có t0 = 0, đẳng thức (2) trễ thành 


: 7 = 2up + 3(u +Ð) — (3) _ 
Nếu ø =0 thì (3) trở thành 7 = 3ø, đẳng thức này 


| .không thề xây ra Ÿì u là một số nguyên. Vậy u > >Ì; 


"những khi đỏ vế phải của (3) sẽ lớn hơn hay bằng 


” 


_2,1+3.2=8, và đẳng thức (Ở) không thệ xây ra. 
,.„ — Tổng kết cả bốn trường hợp đã xét, ta thấy rằng. 
tất cã các nghiệm nguyên dương của phương trình đã 


cho là : . | 

(12,2, 1), (2, 12, 1, q, 12, 2), 

(12, 1, 2), (2, 1, 12% Œ; 2, 12). 

cc 24. Gọi các số phải tìm là 1y, +.-- Ta Có thề coi 


rằng | + 2> 2s... 2> a2 Ì, —— @} 
_ Ta phải giải phương trình 
tạfa ... địa = đị Ð Tạ TT cài T Tạm (2) 
Từ (1) ta suy ra #17a..- T12 < 12, | ¬ 
hay . | : — #a + địa 12 _(®) 


“ 


Yi 24 — 16 > 12, nên bất đẳng thức (3) chứng tỏ 
rằng trong 11 số xạ, ..., +;a, không thề cỏ hơn 3 số lớn 
hơn 1. Như vậy trong Ly #„ #a ... Z;a; không thể 
;ó hơn 4 số lờn hơn 1⁄o đó chỉ có thề xảy ra 5 trưởng 
hợp sau : | —N" | 

1) #¡ = 3= « = #‡a = l¡ Rồ ràng khi đó phương 
trình (2) không được thỏa mãn. 
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0) 1ị >1 =1 S=«. = tia = | Phương trình (2). 


4rỡ. thành z+¡ = II + + rỗ ràng nó vỏ nghiệm, 


- 3) 22 ay > 1y đe Tạ =Ì Phương trình 
(2) trở thành #47¿ = 10 + Œị -L đa 


hay (1; — L) (#ạ— 1) = II => 11 1. 
^ẮXÝ] rị — Ï > #¿ —Ì, niên ta suy ra 2 — L= 11; 
#. 1< 1® ˆ 
tứo là phương trình (2) có niên (với giả ¡ thiết (1)) 
t N= 12, 1a =2, ạ =3 =.. = Tạ = Í 
4) +r> S223; uy Ty =.. = #;a = 1. Phương 
trình (2) trở thành 1¡tatr¿ —= 9 + 1ì + 45 đà: 
Bài toắn 23 chứng tổ rằng phương trình nảy chỉ 


có nghiệm xrị = l2, 1: = 2, 1; = Ì, những điều này 
mâu thuẫn với giả thiết >1. *- 


ỗ) #ị >z 1v 2> Tị >> 1; = đc = .e = Ta = 1, 
Phương trình (2) trở thành _ n4 
Tgta#at, sổ + 1y -E đa tạ +Ð T4 (4) 
Đặt y — tị T— 2, 1Jạ = T? — 2, Ứạm A; — 3, 
| , := 4+L( — 2, 


thì + 2 Ưạ U, là những số nguyên không tâm, và. 
phương trình (Đ trở thành 6 + y + Uà + Ứa + 0 
= (\ +.2) (U + 3) (Uy + 2) (U2Ý,2) = | 
= lũ + 8 (t\ + tạ + U; + JÙ T«s 
hav 0= 2 Ứn † tạ † Mạ + bi) ha 


' — "TẤI cả các số hạng ở vẾ phái đều không âm, vậy 
đẳng thức này chỉ có thể xảy ra khi g; = Wạ== Ứy = 


_“=U.=U. Thánh thử HỌNG tr ưrởỡng ` này phương 


trình có nghiệm : - 


XS“ ïẽnƒẽ .<S 1y =4 = lv... ma Z1, 


# 


“ 
 N 


vẽ £ thế HÀ : 


Tóm lại, với. giả thiết (9, tẤt cả các nghiệm của 
bài toán là : a) +, = 12, +a = 2, 2y; —=1,=... = tạ=1, 
b) ¡ = Ta = 8 = ¡=> 22, 4= 44 = «= tư, 


25. Giả thử z, g, z là một nghiệm. nguyên dương. 
của phừơng trình đã cho. Trước hết tả hãy, đề ý rằng 
xvÄ Ụ không fiế đồng thời lẻ: Quả vậy nếu # = =2k+L_- 
và  = 2L+ Í với k và | nguyên đượng, thị — ˆ | 


;ò —= #2 +2 =4 (Â + PB + F+Ð +2. 
Đẳng thức-nây chứng tổ rằng Z2 là mội 'số chấm 
nHưng không chia hết -cho 4, và ta đi đến auân thuẫn: 


"Vậy trong hai sỐ 7, ÿ, phải có ít nhất một số`chẵn. 
Có thề giả thiết rÝng z chẵn. Tạ hãy biến đồi 

x1 =4 —~ j2 = (+ 0) (£ — 

Ởì z+u,z— g là những số nguyên dương, nên 
theo bài toán. 22,1a có z †  = lu, ~ — J to, r—lub; 
vời-‡,, Ð là những số nguyên dương và (ư, 0) = Ì.: 

2 Mn- 
Nhự vậy ta có : L.= lo, ÿ= TT Thu _ HE 92, 

Đề cớ: > 0, Cần phải đặt điền kiện n > 2. "Hơn 
nữa, vì, (, U) = '1, nến chỉ có thề xây. ra hài trường hợp. 


=— hoặc _ứ, Ð. đều lễ: Khi đồ, vì chẵn,, nên í chẵn. 


— ~ hoặc trong hai số H, 0; cỏ một s6 chẵn xà một 
sð lẻ. Khi đó uẾ — ø2 là một số lẻ, và đề cho là một. 
số nguyên,- í phẩi là một số chẵn. Vì vậy £ luôn lhiôn 
chẵn, tức là £ = 2d, với đ nguy ẽn dương, và ta có 

+4 2duuy lự= tứ (HÌ — 03), 6 = (+ # 4 
với d,n, Ð 3ã những số nguyên dương. œ. bỳ = ĐVA 
u»>bÐ%.- 


C) 


Nẹt.- lại, với d, ứ, Ù H những số nguyên dượng 
tùy ‡, thỏa mãn các điều kiện đã nêu rổ ràng các số r,, 
Ú; Z. xác định bởi () lập thành một nghiệm nguyên _ 
đương của phương trình đã cho, 

Vì có thê thay đôi vai trò của œ và j/, nên ta đi 
đến kết luận: dạng tông quát củn nghiệm. hguyên dương 
của J2; trình ” + 9= # lào 

== 2U, ụ= =, đ (a — 03), z= (Ì (H2 BÉ Đ?}| 

PS" (u2 ~—- p2), = 2⁄4ưb, :=d(„+ 09), 
với (Ì,u, ø là những : số. nguyên dương tủy ý, thỏa mãn. 
điều biện (H, 0) = +) "3> Ð, 


— %6. Giả thử trái lại rằng phương trình. 
z4 + tt! = ‡2 CÓ nghiệm nguyên dượng (®u 14: Zọ)- 


Nếu ø¿ và ạ œó ước số chung lớn nhất đ > 1, thì 
tö rang đ?là một trớc số của zạ; và đẳng thức 


ø): lữ] =} 


_ cứng tò rằng l?- _. +0. nnJ 1 là một - nghiệm ‹ nguyên 
d 

dương của phượng frình zt + " =c ấy với i và Zì 
_ nguyễn tố cùng nhau. 
_,_ Vi vày, bùng cách ký hiệu lại, ta có'thề giả. thiết 
dang. xét một nghiệm :guyện dương Œ® LẦN s). của 
.phương trình #&t + tự = 72, vời Œụ, la) =.Ì, | 


Từ đẳng thức (t8)? + (02 = :ỷ yà từ kết quả của bài 


toán 2ð,-ta suy ra tầng, (vai trò. của đ¿ và /ÿạ đà nh 
_ nhạu: nén có tiề giá thiết ứu chân). 


_*tỆ == 2dqb¿ Liêu đ. (88: =— - b3, z¿ = d (q2 b lo 


với đ, a,b,ÌÀ những số nguyễn dương nào mm (a,b) = 1 
Và a >b. Nhưng 'Œy Uy). = Í Tiên m4) + Í, 
vé „ chẵn d = 1, thành thử 
= 2d, (1); gậ = œ ~ Ù3, (2: 3y = 42 + ĐÈ, '8) 

Khải thức (2) có thể viết œ3 = g* + 2, ¬ 
mà z¿ chẵn, ứ Ứạ) = 1, vậy uy lẻ, đơ đó theo kết quả 
của bài toán 25, t4suy 7á rằng b chẵn và 

b = 2lÿ4.: Ùg= k ứ— — q31 =* (p + _~ 

với k, bq lá nhỮng số nguyên đương náo đồ, (p, g—=1_ˆ 
wp>qc Những (, b) =1, vậy chấo chắn ke=1 


và ĐÀ có. a = p* + Lan ¬¬ _@) 
_b—=2pd. (5) 
_,MỊ khác; đẳng thức (1) có thề viết (nhớ rằng.s 
xã Š chẩn) 8 ĐI =d = 
Theo kết quả cửa bài bài (oán 22, ta cô 


_—#= LHB, % == tUẢ, ` => ÝHU 


hẩy a= hà, b — 2103, xạ — 2u, 
| với t,n, 0à nHững số nguyên dương nào đô, Vì ẶẶ ñ)=I1, 
lên ¡chắc chắn ( = †, . VẬY 
1© HÀ, TY b= 2/2, t9 
_ Từ @) và (7), tà suy ra U3 = p4: và theo: Vết quả 
tủa bài toán 22, tá sửy ra ” = Âr?, q— hỗ, Lông 2á 
yời h,`r, slA những số nguyên đương nàð đó, và. 
(ứœ, kÌ) =, nến chắc chắn ⁄& = 1, vậy pm qe=e 


:w tuc đẳng thức này và từ (4), (6), t4 Auy ra 
#. == ”. “hạ. 


Thành thử (ị, g, 23) vời r¡ = r, lạ =8, tị = HỘ 
lại lÀ một nghiệm nguyên dường của phương trình ; 
+t+?rt+ =3, và đề ý rằng theo (3) và (6)_ _ 


z; =U€ 0= q< d8 < 0 + b2 = tạ 
tức là z¡ <Zạ.. s. 

Như vậy, từ. giả, thiết về sự tồn tại một nghiệm 
nguyên dương (To› Ứa; Za) của phương trình đã cho, ta 
suy ra sự đồn tại của một nghiệm nguyên Qương 
(#a, Ứao “1 của phương trình ẩy, với z¡ < zq. 


Ấp đựng lại lập luận ở trên, ta lại suy ra sự tồn tại 
của một nghiệm nguyên dương (+, ÿạ; z:) của phương 
trình, với 7a <Œ¡ 


Có thề lặp lại quả trình nảy VÔ hạn. lần và ta tìm 
đươc dây. nghiệm. nguyên đương (Tay Ea; Zn). 
vwdời Ẩn. + <z ~1n (nh — 0, 1, 2 vá .). 


Điều này vô lý, vì không thể tồn lại vô số những. 
số nguyên dương z¿, Zạ, Z¿y ... VỚI 5g °).h nh 


Mâu thuẫn này chứng tố rằng  ï trình 
+† + u' — z2? khởng có nghiệm nguyền đương. 


Đề ý từ kết quả này, ta suyxra rằng phương tinh 
+4 + ¡+ = z‡ không, có nghiệm nguyên dương. _ 


27. Giả thiết rằng phương trình an + lựt =z có 
nghiệm nguyên dương (+, ự, z). Thế thì z? > ø^, do đó 
z>+, hay z> + + 1, tức là z —.1>z. Tương tự z - 

2z. Vì vậy 


- z1 ==z^ + ứ*® <€ (— l)" + (=— 1)" = 2(¿ — 1)"; 
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Lấy căn. bậc n của hai : vẽ, ta được 
.<& V5 (z1) = v5 z— V, 
hay 5 < (v5 “= 1z 


do,đó. s 2 h"! Tàn k 
— W2 —I v23 =t v2 —| 


_ Từ đầy ta suy ra rằng phương trình đã ,chơ khóng 
thể - có hi) nguyên. dươinlg (, 1 # với - 


z<1*+ . 


‡tL- 


T44 
28. Gọi +, , z là một nghiệm của phương: trình đã 
cho; Thế thì tổng œ+ + + phải chia hết cho 11. | 
Lấy x và w chia chơ 1], ta được 
#<P +r,lJ = 11g+#, 
Với P, $ =Ù, = đụ, #2 đc g4. ca, 


+ 


hề. thì at và Ụ1 sẽ có dạng 


+Ì: TIP# r, gi 1Q + &t 
"Dữ đày suy ra rắng r#E s4 phải chia hết chà N., 
to: Hãy nhậu xét rằng. tiỂự SỐ nguyễn f =1, %Ẳ, 
,+, +4,+ 5, (hi số Ẻ hủ chia cho Í† sẽ củ Qày b 
- số dư lân. lượt là Q, 1, 429, 5, S và đo" đó số ft khí 
_chỉa chó l§) sẽ cho các số đư lần lượt ]à D, Ì, B. Gà DI 


_ 


Thành thử nếu r s® 0 boặt Ặc s =k0, thị r* + su không, 
thề chia hèt cho 11. Da đó P= § =Ù, lức là du và # chia 
— hết cho. 11, nhự vậy z ; cẲNg chia hết cho 1Í... 


=ỐÔ 


` 


- Tôm tại; ta đã nhìn tô rằng nếu x, Ụ, Z z là mm 
nghiệm nguyên của P Ung trình đã cho, thì 


'rSKT 11 cũng là một nghiệm nguyên của ä phương trình ấy 
_ Áp dụng lập luận trên nhiều lần, ta được kết quả- 


an Ụ 7. 
vời mọi số nguyên dương n: 1 _m §Tï IẾ 
nghiệm nguyên của phương trình đã cho: 
Điều này chỉ có thề xảy ra khi + =  = :=(0. 
29. Phương trình 3*= 43+ 1 — ị 
không thề có nghiệm nguyêu (+, ụ) vời +, < U, bởi vì 


nếu + < 0 thì Q0 <3» <tL "HẸP lúc đó về phải. là một. 
số nguyên. 


một 


Ÿì vậy tạ hãy tìm các- “nghiệm nguyễn '(œ, 9) với 
>9. 


1. GIÁ thử z là một-sổ lễ, tức là 4 =2k+1 với K- 
nguyên và 2 0. 'Ta có 3* = 43+! — 3(3k )., | 
_Ýớỡi mọi k nguyên >. 0,3* là một số lẻ, tức là 3* = —21+1, 
do đó. 3* — 33*)ð = 3(2[ + 12? = 3(tP -- l! + 1) =: 

= 1430 + 3Ù) + 3. 
Vi vậy phần dư trong phép chía 3* cho 4 hằng 3, trong: 
Tức đó. phầt đự trong ph chìa tự + 1 cho 4 bằng ‡!; 
và (x đi đến mâu thuần, ` Hành thứ z không thề là 
dgội số lẻ, 


2, Giả thử + là một số chân, tức là # mx 2k với . Ñ 
nguyên và >Ú. Ta cố _ 
8.—.1=~ 1=9*— le 
= (9—I) (8*~!+ 032, + 0+9+Ð) 
= #(0k—! + g*2 +... + 92+ 9 + ‡). 


8 


—— Đẳng thức này chứng tỏ rằng 3“ — Í chia hết cho 
-4, từ đó 'suy ra rằng phương trình đã cho có nghiệm 
 nguyêi: # = 2k (k nguyện tùy và 2Ú) 

- g# 2(8*—1 + 9-2 + -Ƒ 1Ð 9+1). 
— a0, Giả thử số phải tìm là một số có n + 1 chữ số 
Theo điều kiện a), số-ăy là địđ; ~ dạ Ö. 


“Theo diều kiện bị}, ta CÓ. by đa ... (tụ —— 4. dịda —.ứn 6 (q}. 
C ___——— ` —.. : : ¬- 
LỆHẢ 9 a — q1 ..e® dạ # thì tia ..e, tần 6 = 10a + 6; 


6 q;dy....du 6 ..Iê" + Œp, - | 


và đẳng thức (Ê) trở thành §.- 10° + a = 4(10g + 6), 
bay 6/105 — Ổ) = 894, hay 2(10*~-4) = lia. — () 
Đăng thức này chứng tÔ về trải chia hết cho 13, nhưng 
vị 2 và 13 là hai số nguyên tố cùng nhau, vậy Í0° — ‡ 
chia bết cho 13: . ¬ 
Xi các phương trình (1) và @) là tương đương 
vời nhau, nên bài toán quy về tìm số tự nhiên n nhỏ: 
nhất đề 10" — 4 chia hết cho 13, khi đó sẽ tìm ra số q. 


Ta bảy cho n tần lượt bằng 1,2„.. thì 1Ữ° — 4 sẽ 
lần lượt cò các giả trị 6, %6, 996, 9396, 99998... Bằng. 
cách thờ trực tiếp, ta thấy rằng số đầu tieu khẩn hết 
cho f3 trong các số ấy là 92906. Khi êo « = SA. _ 

"Vậy số phải tìm là 159046. 

®. Gọi số phải tìm la abc, (hì bài toán đưa về giải 
_ phương trình _ _ _ 
100¿ — 106 + c= 1# + + CC @®) 


#— 


- 
— ` 


trong đó q,- bự clà những số nguyệt, có gả tị là "một ") 

trong cách số 0, 1, 2¿..., ho, 280Ng) Œ ® 0. : ` x... : 
":;.a.. ....a 'ÿ<h 

_ 1608 + 105 + cẹ^ 98g { Hộ} a— 0 ‡ 6, '@ 

- nên từ (1) và (2), suy ra Tằngd.: —b + c phải chia hết 


. cho 11. Nhưng — 8.< a.— b+c< 18, vì vậy a— Ö + 
+ c—=k. 1 với } =Ũ hoặc kÝ=l1. 9n | 


_: : 


trường bợp. , x“... `. 
ˆ-1} k0 Tử (Ö và (2), ta có. " ¬. 
| : _99a -+ ll1ò = 11 +2 + t9) „ | k ¬ 
Tay 9g + ” = da + 2 +.c'. ¬". ) 
Nhớ rằng œ — b + c=U, tức li ta _ € ? nên thay. .. 
vào (3), ta được lỦa + c — 2(02 + qc -+ (2). - „ Qq} _ 
_Từ (4) suy ra rằng e phẩi là một số chẵu. Giả. thử: c= 2H, ”.: 
"Sỹ giá trị FAI vào (‡), ta đi đến - HS gi, ` E7 " 
- — (ỗ — 2má + 'in?— n = ¬N cai 
_. __Ô„—= 3n + v55-_-T6n 12n2 Nhất va Z A.. 
vậy dq= —————a——=—: ` : lý 


8) 


: + . -# “”. 
—  “ 


Ta hay xét tam thức bậc hai — -lôn8. — 16n + 25: cặc ” : 


` nghiệm của nó là, — Đề 35 — -l6n — Tai >0, vi 
: | —— V 1 sa Áp Ga ouc : -_. vỤI l ` : 
lạ phải s15 YH Q S'n SŠ — cẲ ¬a 
LÌ 3 ` # P) 


ưự 
Vi n là một số nguyên khóng âm, nên: Dựng CỎ ï1 =z M 
Khi đỏ c = Ö, từ đó suy ra a = Ù = 5. 


Như vậy trong trường hợp này, SỐ phát tìm là: 150 
cái: + = Ì. biả bé và (2), tn cỏ 


. 99a + 110 + 11 = 11 @@ + n œ3) hi 
- Bay 9đ + b + 1= ở bị đó SỐ ó6} - 


`. 


% 


~ 


NGỘ 


Nhở rằng a++b + c11, tức là,b ='a kêu c— lo Thay. 


giả tíị này: vào (ñ) ta được ,„ ~ sử 
""...-. _ 
hay 2ã. + 2 -+ 2đ¿ —+z 32a —23c + 13] = 0. (6) 


`Từ đây sụy ra rẵng c là một số lẻ. Giả thử € = = 2n An, 


N 


Ẻ 
„ đhây địa trừ này, vào. (6 ta đi đến 
Độ mỹ kế — ko; — ất a + Anh - — 19h. + 55 = — Ô, 


< = vãi. ' ⁄ ï mr ¿ 
ụ h Aayêf và Fkhông âm, nên Ti = c0 hoä tlc n tm— LÒ Ồ : 


-Nếu: n: —= ọ, thì q= ` $* LŠ _ một số \ nn ý, xtrái 


Xới Hi-diBp kiện U là một. số HenytD? Nếu n =1, thì 


VÁC ` 
Tây z _. Ki kh `. là s ? HH . - cả Am". .. HN : 


H 


TỰ Vụ hoặc: q = ö, khi đó € xì b —(— Ỷ “Những, lỆ 
phải là một số nguyện không ảm, vảy không thẻ chọn 
CC giả tra UY cà. To _ 

— hoặc 4 = -8, khi đó c = HẦNG (PC, W, và lọ ủi đến 
số 8Ù. k 
_ Tỏm lại các số phải tìm va 550 và Bủ3. 


32. Chưng kg bằng quy np. Đặt 


" | †1 
ẻ TY vat=evi cản kh te _—— (n- ]Ð= = 0, củ xay) 
qa" ý ` 


XÃ 
+ 
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Ta cỏ so =2 vÀ $; là mội số 0gUy ền thao giá thiết. Giả Tạ 
thự đã. chứng mình được rằng S¿ là một số nguyên với .- 
mọi É = 0, 1,....n. Thế, thì; - 


seen+ g](n3 Đn. 


1\. s: 
pn+a NG XÐGEg-TDÒNN ï qn¬t1 CHƯNG =. 
ˆ =(m _ an+) }+ tị + qn~1 li : | 


SN E- ng lo `; 
tức là g Su+i = SyẾn — Sang 
| Đẳng. thức này, chứng tò rằng Sa là một SỐ: li Vdh: 
Bái toán. được chứng mình, 


83: Bài toàn sẽ kh chứng minh nếu ta;chứng tô › 
được 'RHg với mọi 1È >2, số ay có đạng. 


_qụ = 20 sa s2 : | _- 
ˆ Quả tế để ý rắng ?3 — 143 =— 20p + äi 
_— +?!U E201 =2 +1 c 
do đổ dạ = ?P = (MỘp + 3y (IM + 1) = 20. + 3, 


Thành thử đẳng thức (1): đúng khi k = * Giá thiết 0, | 
đã đúng khi k = ñ, Thế thì : 


“8. = ạt S 7201a_ +17 ¬ 09a. rà | 
GA” = (ĐẾM +, 1) (20p + 3) 3n, +. 


-_Then ngỦyên lý qay nạp, suy ra rùng đ) động | 
cho mọi số. ,"guyên k > 2. 


`4. Hãi lon: lường đưừng vời việc tìm số nguyên. 
đương 'k lớn nhất saø cho 100! chía. hết cho l0k, VỊ- 


19-225 VÀ cao SỐ 2 và ñ là nghyên. tố -ĐŨng nhan, 
nền tfA cầi; phải tinh SỐ Các thưa Bi c và 5 chứa trưng. 


É 
73. “ 


-tẦh 1001 Hỗ rang số các thừa số 2 lớn hơn rặt nhiều 
se với số các thừa số 5, do đó bài toán cuối cùng quy . 
-về việc tím số các thừa số ð chứa trong tích 1001 
: Xét đẩy các số nguyên đương t từ 1 đến 100. Trong. 
các số ấy có, 20 số là bội của 5 đó là 5, 10, 15,.... 95, 100; 
'có 4 số là bội của 25 = = 54, đó là 25, 50, 75, 100; _ngoài h 
„ khóng có. số nào-là bội của 5 với m > 3. 

Thành thử số các thửa số s chứa trong tích 100 † 
da-20 +4=241 Do đó. ˆ 

Số.100! tận cùng bằng 2š chữ số 0. 

¬Chủ. ủ. Lập luận trên cho thấy luc: số các thừa số 

,#-{Ønguyên tố) chứa trong tích nÏ = 1. 2...(n — Í) n là 


I2I'ZEFETI- 


trong. đó [4] ký hiệu phần nguyên của: số d. - Đề Ÿ rằng 
nếu im khá lờn thì p°“ > n,-do đó 


Tœb t5“ ~ 


Vy vong lồng trên, chỉ cổ một số hữu "bạn những 


5: Đề giải bài loản, ta chỉ cần. chứng minh rắng: 
-Với mọi 9 nguyên tổ p, số các thừa số p chữa trong 
tích w#! là Öòm hơn.bay bằng. tầng của số các thừa số Ð_ 
vxtikùr- ơi ki ba àu bạo oi 2a my 
tích (n4) ! =-. ` dt 

Theo 1" xét trong bái gi 3, số cáo thừa số p 
chứa trong n!'là. - 


ch ] I2]:Lễ Tra 


còn #Õ: các thừa số p › chữa trongk | và (a—k) | lần lượt là 


n. (21: †l:- ` 
"#-[fIefiEl- 


vung rõ, mg vớ mg m, Tạ có: 


{n—h 
“HIỆP “¿ xi 
“bởi vị với mọi cặp SỐ Œ VÀ b ta đều có - 


la +] >8] + f8 


"An... 


=1 2  nỊỈ n†2 n+m _. 
Z”... .ẽ. 8U n 


_ và kết quả: sủy ra lừ °bài toán 3a, 


32. Ta hãy đề ý rằng trong ẩm số nguyên tiến. 
tiếp phãi có mội (và chỉ một) số chỉa hết. cho 5. NI vậy. 
nếu tập hợp sáu số Ln, n + 1„.„ 1 + 5ì cô tính chất. 
đã nêư trong đầu bài, thì trong lập hợp Ấy phi có đứng: 


hai số chia Hết cho 5, dỉ nhiên đó phải là các số %a' 
n+ 5, còn các số n m ln +2, R n 3,n - 4 'khôn# 
chía hết cho 5, 


76. 


= "Mặt kháế, nếu một trong sáu : của tập hợp trên 
chịa hết cho mọt số nguyên tố p > ', thì 5 số còf# lại „ 
sẽ không chia hết cho p, và tập hợp không có tính chất đòi 
-hỗi. Từ đây đặc biệt suy ra rằng các sốn+Í, n -- 2, n+3 
và n + 4 chỉ chứa các thừa số. _ tố 2 và 3, tức là 


"at n+ I=—?" 3H, n+Í2 =9 3!a; +1=?9 3a; 
SÃ # ., 34; trong. đó kạụ, _ si .k Hi là | số: 


xnguyên không am .- _ » 
¿.c Nếu n + 1-(và do, đồn + 4), chia hết cho "3, thì 
đã 3 vàn + không chịa hết:cho 3, vậy lạ = Íạ = Ö và. 


L4 


cn+)=?2, HẠ =NG ¬. 4 


. nhưng như thế thì n + 2 vàn. XI 3là hài số nguyên Ì liên 
, Hến. mà. lại là chắn, điều này vÔ lý, 


. Lập luận tương ` 'tự, ta thấy rằng nếu n+ 2 chia 
“iết cho 3 “hoặc nếu n ` 3chia hết cho 3, Yhì ta văn 
: n gip mâu thưẫn. Màu thuẫn ấy chứng: tỗ không có SỐ. 
nguyện dương n nào thỏa mãn điều kiện bài toán. 


D_ 38. Đề giải bài toán, 1a chŸ việc chứng tô rằng với 
mọi số` nguyên tổ p, SỐ các thừa số p chứa trong tích 
_(m)! ð nàt không nhỏ hơn äố các thừa số p chứa. trong 

tỉch m1 n! (m + R)1 _ 


Như đã biết, số các thừa số p chứa trong tích @m)! 


(2ñ)! bằng 5; = — + lm) + Izm +..+ 


"90n)1 - r9n1ˆ 2n1‹. - 
+ Ñ + H + nh 
L4 PP] pc 


5 


\ 


17 


TH. các thừa số p chứa rong. tích hị n1 tm + nộÌ" 


TT _ h „.. _ 
W Z» SỆ Lí Ọ ` __ § Tại p 


K= BI 


_~ E5 ". : 
- Bất dâng tiức §,x 9; suy ra từ vn thức : với 
¬m*fE|+lPI»IEI*lzl:B£®- 
"Bất, đẳng thức cuối cùng. là hệ đilá- “của ‡ mệnh dễ " 
quát sau đây: - ` 
_ - Mệnh: đề, Nếu và b là hai số không ảm; thì - : 
ˆ 124] + D8] > [a] + lð] +{e + BE) 


_ Chứng minh: Gọi « và 6 là cúc phần " _ đ TY bị 
tức là0 có <1; Ú<£<và a = : l kiện, Làn 
lð] + ÿ ` : 

_ -1. Nếu .+-€,1/0BM 8 + b] = [4] + [ị : 
và vụ Ì2a] > >x.z[a] ; di 2{5}]. nên rõ Tâng bắt đẳng : 
-thức (@D đúng. ` : 
MÊY còn. niểU Í < z + 8 < 3, thì bí bị = B* 
_ˆVL# <2 +96, đẾu trong. cúc số 2z và 28 niải 
"có ÍL nhất một số lớn hơn hoặc bằng. 1, chẳng. bạn 
2z 12Khi đé {2a] = 21a] + và » \V CAI >- 2[b], nên 
bát đẳng thức ® đúng. | TU `. ` 


" 


- 


>- Š 

L . 
.rh3ện. . e 

: 8 


bị Nếu k khá lớn sao chơ n < 2" ñụ n-++- 3 < 2x1, 


¬.. k : 
+2 | =0, 
` + ' 


thà.” 7Ế: tòng số đã so chỉ gồm mật số hữu hạn số 
hạng “từng với những k sao cho n>x 2%): 

;Bày giờ - ta hãy chứng minh : 

Mệnh đề. -Với mọi số' q,'ta đều cớ 


bộ Hỗ = Da] — [e.- (Ủ - 
Chứng mình. Ta =m ñg+»ò< * “<1. 
+ Nếu 0<4« <` E% „ thì kim: ` "c -{a], [Óa] = 
kúi vÄ (Ð động. | ".Ầ. 
-3) Nếư La <1 mƒ +2] =0] +I và 


„: > = 2[aÏ° =HẺ sS vậy [2a = 2d] -+- Í và U) đúng. Mệnh 
siề được chứng mình. Nhờ mệnh đề này, ta Suy rø 


- tt +11 "- Ỉ tì „ l 
——-|=|—+— nh |. 
.. [> +3 ím hi 


| Cộng cáp, đẳng thức này: lại, ta được. 
n+1 SE p) - n+® 
ba +h 2 lu SM và H 


` 
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-_wà 8 nhà bác học ấy là B, €,D, E, F,G, 


4o. Xem một nhà báe học 4 nào đó. Vì Ẩ 
cho, 16 nhà bác học còn lại về ba vấn đề (gọi 1 L 
đề Ì, Ứ, II), nên 4 phãi trao đối ít nhất với 6. 
hợc Ýề cùng một vấn đề, Giả thử đó là: một : 


“hi; : 
-.„Sảu nhà bác học” này cũng trao đồi với nhan vẻ: 

đáo vấn đề I, H, HI, Nếu có một cặp nào đó, chẳng Hạn . 
cắp Ö, €, trao đôi với: nhau về vấn đề L, thì bài toán. 
được chứng mình: các nhà bác học A, B, € cùng trao... 


đềi nhau về vấn đề 1, ` . 


Ta hãy xét trường hợp, B, €, D, E, F,0 chỉ trao đồt- 
với nhau về các vấn đề II và II, ŸI Ö' trao đồi với 5. 
người kia về hai vấn đề, nên Bphải tao: đồi it nhất vời. 


3 người về cùng một vấn đề. Giả thử đó là Min văn vàz 
3 nhà bác học ấy là(Œ¿D,E. . NT. 


Nhớ lại sát C, D, E chỉ. trao đồi vởi nhau về cáp. 


__ vấn đề ILvà HI. Nếu có hai người nào đó, chẳng hạn G 
` —D, trao đồi với nhau về vấn đề H, thì bài toán ng 
-_ chứng mính : các nhà bác học B, €, D cùng An _ vời 


nhau về vấn đềÏlÍ. “, ¬ 


Khả năng còn lại là các nhà bác hợc €, n, 5 sử 
-trao xiỗi với nhau về. vấn đề JII : trong BI, HỆ hợp này; 
bài toán cũng được chứng minh, 


41. Đề ý rằng | ` 
1+e= 1+ Ta 
q†Ù—_ #+ÖÙ‹ a+? ¬ 
“Tương hy, ta có các biều thức, đối với l+y, 1 + Đy 
1—_ x.,1— y,Í <> Zz (bạn đọc hãy tự viết ra l),và từ hún/ 


_ Mễ bởi ngay điều phải chứng minh 


B0: 


42.. Ta hãy biến đồi biền thức đã cho như sau! 
#8 [i + 0 —c) (c--4) J*\ ý= „la loi 
_ #8+b: T 'ti*©) (c+a) l.. +. c+ 
_ . —, _ 2/(4 + b} - Ðc(b — a) 
xế + d+b (b+e) ca (0+6), (+2), 
-24n —b)_ „ _2e(b —d) _ 


— = 0, 
"ñ+o (c(+a)  (+e) (+2) — 
_ v. Bạn đọc dễ kiềm tra các đẳng thức 
_ `: li 4 v }" = — 68 cỢC | 
: g—b ... L. (b—c) (b—e) (b—n) : Œ 
1: ni An. | 
cb—c jế qa _ (@—a) (c—b)” kư 


S1 viên b—e. 


xố. s= 


ca ca-b (co, 8) 


| „Ắng cáo, đàng: thức (1), (3), (3), thì Sai kết quả 
tải tìm, —. 


.#e Đề ý rằng - : 
-' 8—be = (a+b (t-+-c)— "và d+Ð} Si. 
“Giả (œ+€) ” _  (a+ ) (a+c} ` 
Ỷ = i — _b_ "= No -:0G, 
| q‡b  d+c 
_ ¬rh. ương t tự ' ¬ Vi - " 
j¡j.. Sẽ. ng 
(+a)(+) -' b+m bực” 


`... La li. TH .. ng 
` +8) (+) - ' crc c+p” 
'ïù đó biều thứe đã cho hàng 


45. Giấ thiết của bài toán tương đương. với 
h "ướt: L TẾT lo: TH) 
. 8 b0 ú + b +c „Ẵ0_- 
-_ 8au- một vải bước biến đổi tương đương và đơn 
" (đề nghị bạn đọè tự âm) ta - có `” 
v. (+ b)(@ +,e) (c +'a) =0, 
-Về trái bằng không khi cố {t nhất một trong ba thừa 


số bằng 0, tức là trong 3 số q, "* c, có hai số đối nhan. 
- "1" l 

_ŸŸH vậy nếu n lẻ, thì : ——— 

ty : pH ự8 +bh+en,s 


“...a 
Án à 2B —e sa Êa củ 
. Thế thi rõ ràng 4, Ö, € khác 0 và Á + B: +€=0 
và giả thiết của bài toán có thề viết đười dạng - _ 
N. bò ` 
P xi, —=0. 
ng TS. + 


Từ đây SUy ra : " "n 
Ũ =— Xc chứ 
R5 AC” .BC ` œ 


q „ b N, Km... 
HT Aể,# “4B † #r+ửc+ 8)" 


Ý 2m6. IĐ+9+ E€+ 4)+ (4+8) ~ 


| q b`. e 
“#£ t2 tr§— 2n “(0Á-+ ðB + eê) 
_ Bề ý rắng | 


ad + bB + =0 —@ + É€—4)+ cự ~ =0 
&. vậy ta có điều phải chứng minh, - 


_4?. Gọi M và W lần lượt lä các thửa số thứ nhất 
và à thứ min trái. Šau khí biến đồi và sử dụng kết 


"quả sự Đại toán 29 fa (+6 TH = q) 


TƯ. r2 
+ \ 
kề 


. 


"`". `" T—`”13... 
| a—=b  b—c -c—dq 


BÉ a(a—À) đ—€) + b(b—a) (b—e)` + c(c—a &-~9 ‹) 
1 Hà .(a—=ð) (a—e) (b—c) VAO d4 
vì q H ð +ơ=Q0, nên ta có chẳng hạn , 
g(4 — b) (q = e) =a3— (b -+ c) q2 + đhc = 
m= (d+b +,e— a)d3+ qbe = 288 + qbc, 
cáo đó tử số ở về cuối cùng qủa (2) bằng 
` - #2(q8 + va: +e) + 3aộc = 9àbe 


TT  ..-.- 
bao toán 0), t3. thể N.= Ta=Ð (20-9 ~ 
: Từ đẳng thức. này và đẳng' thức (1), tạ suy ra 
sỊ Mí » _ (, - 


X 
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_ v_P ƒ — Theo giả thiết ta ¬ 
0 - = 'Y. + ¬ - 8e ‡ Bạt ‡ Y9P), - 
_ Vậy mu + 8ac + c z= 0, ¬- ` ) 
Via+ bì+.o=0. nên '0 = —@ +), do đó - 
bản " + cỳt,C= b4 ‹Âhết + 2bc 
và ta có | 9bc = >> —c3,. HH 
- Tương;kử, 2ue©— bà „. œ2 — c?; Đáp an q3 — Ù3_ 
Khi đó; từ (1), suy ra Tin 
.a(đỀ - — b^ — €1) + B(b2 —d. — œ) + v( /(9—42-~-0). = Ú; 
_ hay a3 {809 + Y€t + —{4 (6+) + 02 (Ý” ta + 
THẾ +4+0)])=0. ` 2 
Lạivie++Y=0, nên 8+ Y=—iY+ư——t 
ca + 8 £e—Y, nên đẳng thức (2) trở thành .. —- 
_ 2 (4ø + b2 + mm 
hay ' au2 + 62 +.Y€3 = 
—— Cách —Vla+b +c= 09, nên. 
00 b + c) (4a + lở + Y©) = 
=x (ađ3 + Bb2 + Y£€?) + ab(a + 8) =. 
_+Ìac@ + Y) + be(# + Y) = „k _ 
= (xa^ + ðö2:+. Ye) — qÙY: — ac§` —. -bèa = 
`. + 8ử2 + Y2) ˆ abc (— tả tÐ= 
c= a8 + 92⁄2 "1 VỀ .h? : 
49, Đặt A = 2 ,B.= + c-#, thì cô › thế viẾt 


các Mi M thiết của bải toán dưới đạng 


T7 gi* c0 0: Ý+#+c=t@ 
Tỉ D ta -SUY L8 rằng ˆ . “ 
1 ,.1\.- 
`. ABC lun 0 


| „Mặt khác; binh phương hai ° vể của “ vài _ _ 
kết giả vừa tìm được, thì tà có - 


mai ”> + C +1(AB-+ AC +80): = 4? + P + 
-Bài toán: „được chứng mính 
50: Đềy rằng ` 


4, a(2b3~-a8)^13 E | c: a3(2b3 c— a*» _ 
cHn =2 TH 
=. =.. [ = + X20 J2 (2 ~— 43)3)] = 


"...—.. + b9) 
_Ò (a3 +- b3)- _ 
_V§ cuối cùng. của đẳng thức này sẽ không thay đồi 


Tênh thay a bởi Ù và thay b bởi œ' Ví vậy về đầu tiên 


của đẳng thức cũng khòng. thạy đồi khi ta thay 4 bởi 
bvà SG À 0ềi theo ta có - | 


_ n In A202 “—g%) —q) T- —b++‡ VỆ Đan 9), = „., 
q3 + bì 
S.đó a8 ˆa(2Ù3 ~— a3) : - ` ba P =œ b2, 
bệ: biếu M + b | g3 + “gã + b3. 


. 8B 


sỊ. Đặi § = & + bị P=db,. 
| L3 L s 


` Ản (PP, 
. + ®ỳ? ~ = 2b - S2 ¿— 2P 
qA b^ Ẵ = ` P2 


! : “HHỆP TIỆC 
Thành thử biều thức đã cho trở thành 
1 SỀ/-3P), 3 =3, 6 § — 
_ P> ` "¬¬ P.~ $ `” P ~ nh 
= .P. {59 — 3P) + -3SP(§* — 2P + _66P2]= 
&§ _.1 _ Í 


: — 


_ $6 J3 _ Pa b3 
52. Đặt 9S =a + Ù, P =dbù, D=b—q 


Sử dụng các kết quả trong khi giải bài toán ã1; ta có _ 


1_ Ả Z2 +Ì(+z)#z s. 
2  †ÐP. \a.  bi\a bí» Ppép_ P 
_x "Ắ- 1C 1\4/1, 1,1 
1 (Âm * ĐT ø} 
` n/S—_ 9 : `... 
=SÑ —. —— 2-5 
P P P ¬ .” 
1. %1 _ÐSG-2P) 
q4 b+ ,Ọ|! 


-đà. bí ều thức. đã cho trở thÃnh 


vn ¬- r, 2 KÝ. 2 ND — 
HÊN P‹ T P›_. “ng P~ 


9 (® “ 2P)4 + 2DSP +» P)+ 2DSP' - = 


.88, a) Đề ý rằng „ 
AB —) +2 —a)=— a2 — dâc + b2¿ — BÃ4. = 
lô -) se>(a#b — bên) + (bâc —,d%e) = 
= ab(a— b) + c( — a) (b + .g).= 
¬= c(q@—b) va ng NƯNG 
2) vậy. 
,M= d{b —o)+ ĐXc — 4) + c{a — b) = 
_` = (a—b) (ab — be —. đc + œ9) = 
= (a—b)[a(bT— c) + e(€— b)]= 
_=“ SẺ by {a— c)( —e). 
n bọn Biến đồi tương tự, ta cũng-được 
| =(4+ð)(&— 9) — 9) (8 + b+ t). 
: 54. Ta có Ì 
sô (+b+ c}* = [(đ + D 
'=(a + B}. + ct+ 3 (1+ b) c (q+b+e) = | 
c=8®+bt†te+3e^(b + + Ð &+©) + 
+ớ(g+ b)]+ 64bc 


$7 


ad Sự) š 28+ + 3(a+ ĐC. X. 42 Net bỳ (c +ử#'† ` : 
“ra + 3g20 + äaÙ2 + b3 + 8( + 9ab + Ú3) (e + đ)+ 
la+ b) (@ +.2cd + 8) dẻ? + 2d + 8cđ + d?= 
„03+ 322b + 3gb2 sÿ bì + 3aÀ\€ + dị+0ab (c + đ)ọ+ —. 
+ BÒG +, đ) ss 3È(a-+ b) + 8cd( + Ùb) + Xử Hiếp bì+, 
hô -` + øl + 301đ +, 3cd2 + d9 = 
_. + -b3+ cố + d8 + 3[a2(b- +c+d) + (đa +c+a)+ 7 
K "+ Đi(n + b + đ) + d2 (a +D 4- €} +” 
TU Đa §(hbc + abở + acd: + lun l 
- B6. Theo bài toán ð4, ta Gó-: 
"tœ+ p Q7 cất út —et= _ 
- => 3081 + dc + bần + b%c + c3ai +6 + 2abc) = 
_ =%1te(a ¿ b)+ c(È + 9aB-+ h3) . dÙ(q +0) ]}=' 
v —.3(4- ~ ð){c? + + (+ b}c + nhị —=_ 
' =ä(@ 3 5) +o (+ 4). | 
| `. 86, Theo bài toán. 35, ta có bá 
'A3+ B1. + Œ=(1 + B+ Œ)°.—3(1+ y(+© (đxà) 
;⁄ ng 8 Đ, Be=b—c, C=c = athl 
X 'Á+ H4; =0, 
A4 L8 =a Tai B+ E=sb =a Cự me=b 
_đơ đỗ | . 
(a—ð)3.+: (6 — „ey" + (e— a)3 = -Ấ(g —t®)#— Ð) cm 
ø7. ĐẶC À2 +ñ+‹(8 =g—b+ Ắ. 
C= + —e, thịÁ„h.B + Cx+p +9 + t | 
_ Điều, thức đã cho có thề việt dưới dạng 
_xA+ B+ CB At>+ = cm —œ% % 


và, dheo bài toán 55, biều thử wiậy bằng. 
Ề, 27 Xe + + HC + 4)=2MkĂ 
` §§. TRéo bài loán §5, ta có `. 1... 
-Ýd+b+ 0 t=# + t c&+7 3//8<‡ #e d- 
;„t;-Ja + bầc. + #z +. .9B:+ 6aùe = , T-- 
= tưởng: bz+ +. '3[ab(4 bx xã + tr, + + j4 
. + c(c. + a)}:-+ 6abe = ` | 
“ Kuy sÉ T + cš' “+ đlab(a + b +} - efa+b+d ®) 
nã + cả(øœ + b +,cj]—~3abc= - - va 
zk£ + L 3+2: + s08 1 + Ki Xe 7Y T 
VN P1“... na .a z 
£ cứ + “ÍA + c# — 4a +ì "< ð (ab+ .. 
='+ bể e) [œŒ +°"+ c?— — 8(ab. +. be-F ch}}= 
mdÀi +) (a* Tử: Nhận lap —.be — t8). 
:š8. các. 1: Ta: có. #00 So) lop E .. ni 
¬. DO IINI : 2,8 + La : c®= su + Đc củ gộ 
VY _ Ni - 
8. 3G 3 + ba + Tàn, c. bên — ca) = b œ9 —0+031. 
tu '02- —-.2bé + Ö) + {c2 —.3ca + ”- 
=( ——BP +, (b— cầˆ+( — qì. 
¬- cuối: cùng chỉ cỏ thề bằng không khi a= ˆb >c, 
" * Cách 3. Cộng câ hai về của đẳng thức đã cho vài 
N. 2ab, ta được qà — 9 2nÒ + b2 + = —ak+ ban, 
'hẩy (œ„— ĐỒ. + = —. -ab -+k-ÖCc + C0; * ®- 
tường tự; ta cà (b~ — ca + œ2 x= ab — - Đe +‹ ca ` % 
." — a} + Đˆ — -s0 Re — _ ® 


Cộng các đẳng thức (1), (2ì.-và (3), và sử dụng hệ - 
thức đã cho, thì được _ "¬" 1 
(q — Đ) v† b—}#+ (c— 4}? =0, 

sau đó kết luận như Ở trên, - 

_ Cách 3 __ÖŠ# dựng bất đẳng thức Svacxơ chơ hai hệ: 
thống (a, b, 9) và œ0, ©, a), ta được. 
(ab + be~£ ca? < ta, + 2+ ©) (b? + (2 + aœ?) —. 

=> (d2 + b2 -† c8)?. 
Đề bài toán giả thiết rằng ở đây ta có dấu đẳng 

thức vậy hệ (a, Ù, c) tỷ lệ với hệ É, C0), tức là 


a = kb, b = kc, c=ka ` _ (4 
xởi k là một số nào đó. Thành thử tà có - | 
_aùc= k* nbc, (5) 


Nếu a = 9, thị tử (4), tạ suy. ra b=0 và c =0 
"(tức là œ = b =c= 0).Còn nếu a +0, thì theo ;(4), 
ta phải có b + 0,c 0: Vậy theo (5), ta có Ì &* ha» 


Độ song Vig100) A007) S(DOHGEEEIO TEELie2 | 
60. “Theo bài toán ã8, ta có ai + b3 K œ3 — đabc em. 
= (4+ b + ©) (88 ++.J2 + 6 — ab — bc — ca), 
Vậy điều kiện cần vá đủ đề a3 -L b3 + có Auúc là: 
.— hoặc a~E b + c= 0, | 


.s— hoặc #? + bầ+ œ = qb + be + éa, ng Sử - 
dụng kết quả của bài toán 59, ta thấy. rằng điều ghAi 
này tương đương với điều: kiện aq= b= c. 


61. Đặi S>= a -† b, P=ab, “Ta dễ thấy d2 + + =. 
$* —2P,  đ3-† b2 = 6 — 31%, _ 
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Vì vậy z8 —!9(đ1 +`ð3) œ + 2(a + 
m7 — đị9? =— 2P)x-¬+ 2(% — “§Ps= 
" 393 + 25), tr6P (@ = § 
Đề ý rẵng #* — 36%£ + 25 =(z— 8) (z? + 8£~2S%), 
_xi vậy Me (6 — Š)@P+ §ẽ —29% + BP) = : 
.{# — ñ — b)' {#2 +.(a + b): z+e—= A2(a+ b)2+ 6ah† == 
_(#~— đ— b){2? + (ä + b)# _2 (d+b2— đ)] 
r=.(# —- — b) (+ =~.#;) (. 8) - 
trong đó + #a- là -nghiệm của. 'tami thức ở trong. dấu. 
Yuông (dễ chứng mình chủng tồn tại), 
_:6@ Bằng ( cạp quy ._. tmẫủ số, ta bãy . lần lượt: 
1' 
Là. =1 nh * am! * r5 “ 
“me [(b—9): - (đ—€) + (a—0) .Ũ 


Nụ = Xế-='T~ M man 62 * 5” 


“ensa3 [«-~e—Xw—)† .. | 
› 


Làng 'ø=D =8. tá ca, b =3 tt co c5 


3 3(i—e\+c2(+—b)Ì—= 
sìm Tre) he TL œ~c)—b (a~e+e-bll: 
hà bài toán 53) Cuối .H. $a có - 


bu ca )e@=o NTSÍ= ) ng 
mm... ^^... — 3aq—~ œ b)|= 
“gi 2œ =ie (b~ .e}—b (a—#) + ©9(a—Ð)] 
= + Ò k c (cằng theo kết quả của bài toán 53). 
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tu 


"#mp hưởng ` (b — lạ "— ÚC "ae _ “si + 
| + qb € —)}, 
Nương bc (b~—e) +. dể (ä — 9+ gb(a —b) 
mm ÙÍC =— hạ — dc +ac2. -+ ab (x— B) = 
= (4 (a--Ð) — c(a3 — ) + đa (d— b = 
= (đ— ») (c* —ca— cb + db) = 
Bà (a—b) [a œ — €) — c(b—c}] ›§u¿ (ý: =©) 6 r— £). 


nên Kẹ? = „ 


Í 


Tương tự Qạ— =0 t=g LG mì 


X.Y To 2M œn _ a~c) (be) * 
X {Ùc? (b—e) — dc? (a—e) + ạ2b2 te} 
Những b2c2(b—c) — (22 (a—e) + a*b*(a—b) = 

=— bte2 —: bÊCÊ ~— 0303 4+} d0cŠ + q32 (a—9) - 
=.((đ3—3) —. c† (œ—~b9) + q2Ð2 (a~b) =. 
.= 18—) [œ (a+Ð) — €? (g12+-ab+.b2). +- 'a3B1]-= 
+ (4—Ð) [a3 (63—c3) — đc*(b_.e) — bế (b~—cj 1 
.~(đ —b) (b~—e) [a*{b+ 6) — đc) — b3] sơ 

=.(đ——b) (b—e) {ae (u—c) + ù (a2 m9] xà 

= (a0 (b—) (a¬©) (qb + 'Öe + "để) 

ÙU+Ùb 
nên Ợ; = _“ TỶ - “ 


g2 


Cáck2 - Á. bẩy, sử “dụng kết quả. của b&j toản. 02 


tới một. sự. Ú ty ' đồi” thích . Hợp ;cáo ký biệu: Số hạng 
thứ nhất. ấy. lũng Qy cổ, ni đười -dàñg: 
3 s1. TH 
địda—b) (@—c() 8 


- tờ Š¿ cô dạng in kàệ 7 "bài toán 62, những q, b,e 


l “#ược thay Tần lượt bởi. — TỶ... › „Như đ8lịnh được 


_ trong bài toãn Ấy; ta có 4 = 1,vÌ vậy Q=- 
“Biến đãi tương: kẻ biền thức- đà tụ. được 


Ỷ=—xm=m>ai 


? 


ạ „. đe . 
và sử dụng kÉU quả của bài toán 62,,ta được 
"8... 
s5 Thun b 
Vì vậy "¬ | -- _ 
1 (I1, 1! „ 1\_ ab+bc+rca 
0=? 3 .. _N 


64. 1. Có thề quy đồng mẫu số ở về trải (mẫu.§ố_ 
chung là (aq—bŸ (dc) (b—c) đề chứng tở rằng vế trái 
đồng nhất bằng vế phải. _ 

Tuy nhiên, có một cách giải nhẹ nhàng hơn. Tn hãy 

` (g=b) (#—c) (@—4) (0) „ 

ƒ= 0k CÁ + b0 c——. 
đặt (Œ)= “GD (=0 TÔ 0ø 0Ó 
x cL(z—n) (+—b) .. 
(ca) (c—b) _ 

Rõ ràng ƒ(z) là một đa thức của biến số z, có bộc không 
quả 2 nếu k = 0 1, 2, Cho z lần lượt cúc giá trị a, Š, 
è thì thấy rằng ƒ (a) = ƒ (b) = ƒ (c) = 0. ~ 
vậy q„Ð,c là ba nghiệm khác nhau tÖã ƒ (Z) 


Nếu ƒ (w) là một đa thức không đồng nhất bằng 
không và có bậc không quá 2, thị ƒ(+) không thề cớ 8 
nghiệm khác nhau, Vì vậy ƒ(z) phẩì đồng nhất bằng 


Kông; tứ đó suy ra kết quấ, 
gí 


L Đẳng thức trên không côn _ đúng nữa nếu k =3. 
Quả vậy, khí đó về trái là một đa thức cổ bậc không 
quá 2, côn vế phải là đa thức bác ba #3: như đã biết, 
bai đa thức có bậc khác nhau.thì -không: thể đồng nhất 


bằng. nhau. 


'Œ6 thề tinh cụ thể hơn, Ta. hãy ký hiệu ƒ (2) nhục 


ở trên với, k=3. Thế thì ƒ () là một đa thức bậc 3, vớt 
„Bế: Š §của +z- bằng -— 1, Cũng như rên, (a có 
£ (a) = ƒ()=ƒ ( = Ô. 


tức lã. , b, cc là 3 nghiệm khác nhan c của ƒ @} Như vậy 


_ƒ@ —= —(e—4)(—P) (@—t} 


x—% Xã p:(—) # —9)„ F a) (+ — b)_ 
se —=Y (b—-a)(b — : PM = (c- —)(—Đ). 
_'= 13 — (4 —, 3) (x—b) (+ —e©).- 


65.. lào Ay là biều thức đã cho. Ta có thê biến đồi | 


NÊN u/Ehufc. : œ—b) Cômh2) | 
““œ=n œ2 ` b} (đ— 'ð) (q—€©) T- 


b (x—8}) (+—©). „ Œ> q (é— bì). 
(b— —0) (b— Ø9 “T~a (c—b) 


Biều thức trong ngoặc. vuông, theo bài toán 64, vàng : 


z*' khi ke=0, 1, 2. 
x3 — (#— đ) (@œ—b) (—-e) khi k=3. 
_Ÿ\ vậy : 
- — khi ke=0,1, 2 thì Âu = 
a3 


— khi k=3 thì F ung v®nnrg nu 
`= —a— œ9 - 


la 1c co 
(x— —q) NSƠRI b) "¬ 
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66; ĐỀ ÿ râng ta-có, mm. 
+0) (œ+o) _— 
W—b): (đe) 


=1+ 4 : = 
| Äic+-iE 


2(aÿ + ac +öa) - Ai 2he. - q) 
_——b) (g—e)-- tran" (a—c}. 
Vị v$} Gử dựng các kết quả ö ở các bài toán 62 vã 63) 


YB# 4h +c+lo[ b NI: DI. 


= EỨ+~ 


(a—b} =w (b—a) (b~ .cj bởi 


1 
"e cö]~” MỆT (œ~ .©) - 


1 X' 
b@= 3)(b=d _e€=a) em | 
=3. SE 2(nb +ae+. òc)“ Sa 2qaÖc 
Sử' dụng đẳng. thức. q) và các: đẳng. hức (ửờng từ 
. với kết quả bài toán. 62, tạ đó — 
= (đ+ b +cY+-2. (ab+ bc +. ca) S¡,—.3abc 5= 
—. bÙ +. 
Cuối cúng, cũng nh vậy †a có 
=(dầ + Dì ;r€) + 2{ab-~+ bc + ca) Sa— -2aboS¡ =ẻ 
=œ + DA + 2(ab+-bc-+ca)= (t% h+ Dã ; 
bề Ý rắng đề tính Tạ: theø cách đã trinh bày ở tiên, 
cần giả .thiết thêm rằng, q sÈ 0, bpbQ,. €=E lê Nhựng: 
nếu fn có “Hàng hạn a=0, thì thấy. ngày răng - = 


ñc —_ Mễ To c(c+.B) - 
“Chnca7” Œ~o 2 pe-bÐ) ` 


"min. TH 
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7. Trơng- -bãi toán 65, an  Sỗ ả, thì được - 


¬. bk: KP: 
@: 3 5 c) rr=r:t _= tbÓ. 0x4). 
ck «4. 


+ ——————- 
: “ứ ( b) (@Ề—3) - _= (đ~b} (d~ àc 
kM¿k=.0,L + Xi vậy Ía có Ru=li= =0. — 
Khi k=ä, "Thứ cũng, theo- bài toán ấy, ta được 


v. bề 
& \a—o cội _= (œ- c(B- _ 


_.. TT Sàn 
tu yế 1) 9 œ3) _ xa đới (d~ae)- 
#ì yây TÀ =1. 
j8: Đồng thức đã cho Ti đương với đÃng thức 
tà» @ ~ø){ —]. + đ{a—b} (a— đ)} (b —-d) = 
“Tê ín mí d)-(€ —-8) + dt {a — b) ›{b— e] (a: — €), bay 
d5i ®-e.œ —d) (b — ⁄D + b* (c— a) (a— tù (~ Ð + 
s tt (4 Ù) {z> ở) (b — dì =.dt(a— Ð) (e—c)(h—. 
'Uhlg. cà hai về cho (a— Ủ) (á — ©€) (b — c} thì Shi3i 
đẳng. 4Hức tương đương 
à @Œ— Bì (đ—@) „ (L=  đ—9 2} 
(a (a — b){a — ©) (b— œ) (b— ©) 
{d~ ad—ð) _ 
ồ (c — ø) -(c —È) 
heo bài toàn 61, đẳng thức này đủng khi k= 0` bit 
69. Khai trần ° tử số của số haing thử nhất ở về trái 
- thì có thể viết số hạng Ấy đưởi dạng 
— ở (a—+)(a—# @—Y)_ 
da — b){a _ 


ng 


+. 


và _ Pa điều phải chứng mỉnh. 


‹. 


` 


| ~w#= (a + 8 + Y) a2 + Màu >0 dg 2 


a— Ð) (a— 9 — vị 
q3‹ 


—#° [me ]- ~&+#+ Ý) đế 


1 


"% 


——————— œ) qb 
*[g-sm= sÌz® Rs£ ÉY +- Y6) đệ X` 


le F77 Ý Nai RA MT 


Các SỐ - hạng khác của vế trái được khai triền tương tự, - 
VÌ vậy sử dụng ký hiệu và kết quả của các bài 82, b8. 
tổng của chúng có dạng. “- 


đc Š¿ — (a + ð + Y) abc § +. : - 
v† (s§ + §Y + Y3) đbC Š — s§Y dbc quy “- 


_N ; s _. ` t 


Dĩ nhiên, đề thực hiện các phép ˆ biến đôi ở Thi : 
cần giả thiết thêm rằng a zE0,b+©0,c +0. Nhưng. 


: nếu ta có chẳng hại a = Ú, thì đẳng thức là hiển nhiên, M 


bởi vì khí đỏ vế trái của đẳng thức ấy là- 
be *®)(—B) —  = 
(—) (~e) _ 


z0..Bài toán lương đương lẻ phép. chứng. hinh. + 
_„ đẳng. thức - Ộ ˆ 
2 + v3 2— v3 : : : 
+ : 4 hấc dỆ 
=],.. 


“v3 w#+ 2+ v3) .v3w#— /2—~ v3) 7 16a 
- Đề Jiing V4+ 28 - =VvWw 3 ti, =v5 +1, v 
¬: = ` —.. —I = vì v$-l20. 


-88 


_ ` 


= — 94ỆY, tức là bằng về phải, ' 


HN 0v 09g. . ,2+v3 

NI TNG 2nrvu ii. 3tờợi. _ 
-:@# v5) (3~ v3) _ 3+ V3 ,wă tương tự ta 
Xe tưng Ý v3 - Ô- : 


là Tin th 2+ TH. tay? -úi m, na b 
: 1È J2 3a 3 võ =VG@+3 vấp =5 +3 VZ.- 


` 3m Bề ÿ ràng e— 88 — 9C ŒT t„ (a—2, 
me... + 2). 


vì vậy (với điều Tin a > 

- ..aa — 34 + (43 ~— 1) ) vŒ~TC3._ 
Su TC M+ (0D vn k+2 — 
` (a+12(a--2) + (a + Ð (4=1) =3 (0+ '}.- 
Tuyệc: (a—1?(œ+2)+ (4+ Ð(đ— Ð F(a — 2) (4 + 2) 
 (a+l)va-2ta+l 1jV4—) + 6= ĐỀ = 


`. - 16 "Bê ý rằng với diều kiện ä> Í “ đó, | ' 
(a~1+ PS _ 1 


' 
———_ 
_— 


i “<<. ng, + HỆ 


a—3 m=1—lder—~il~ 
NT Ề Ấ. 
Ti Bi Hy sản 

_ È1__ vw—T† nếu va—l<l | 
„ Những Vã—T >ịÍ nếu a — 1 >-1, tức là nếu a2 ka 
„ và vũ TƑÌ <lnến a— 1< |, tức Ía nếu ø < 2:. 


-Yw nếu a>> 2 thì V œ+ 2va—T nn 


= vVa—Ì] + * bạ vd—i — = = = 2lVq— 1. Ti 


“CỒN nếu 1<a<2 thì Va 2 w rủ 


UIT E- 


.ốồ....... 
4, - Với, điền kiện đầu bài ta có: ' ẫy TT Ễ 

lái” : N F # 

hs &+b+ c+2vae+ B6 = = mơ b) 0y) 


sả lở Tố + Yế 
Cũng vậy `. | tu lộ 


1+3: É—4 Van E- li s cm 
vVa+b/—V€, tiếu a thờng `. 


Ñ) 


ve — _ va b, nếu «& + 'b <6): | 
Vị vệ: : ~— Tiểu Ø + b>-c thì biều thức đã chơ bà Tụ 
TH + 4 VEEE - Ve=lVETR « 
Lô ng ä-b < c thHbiều thức đã cho bằng. 
Đ, „4P ty E #/V§— vài =2vk. 


Nị. 


“78. tí d AT?” >— a) (Vdï.+ Dế~— bị = 
+ 2j0# +.2 — (a + bỳ Yiễ + + b2 + ab} = 


⁄ “me (09% 3 Àb + b2)—-2 (œ+ b) vai + D2 _— 


Ấn nà 2-22 NHI ÀOR XỔ dồ.+ bÃJ# =+ 
1a (0t ð ~ vệ + B)., Vy 


ư vã b. đều dương, gên.. ¡ -: 
ÿ C111 lai 


vn Na lá 


Là —=h. 


Thông sẾ 


“d~vốñ(va — và) _ 

l dạy? (a—b) ~ ` 
= 

_ hiệrg'ÄP bắp bế thì' 

"- đ b. -. c d 

sub cản C=ct D cưi, và 

Nh. rộ AB 4+ C+D „ 

: Tin: a+b+c+d - 

` v0o 46 


x4 sát: của. hai vế đần. Mộ cuối cân (hị \„ ta : 


_ ¬" =ẰẮ 
: ° Jất vb+vĩa+ vi. 


ÀXBÀ + vÉB + vật + vn - với š V1 + VẾ1+ 


+ avT — loa. 


78) Đặt A = l£+0[+ | —wl: 
THỊ -Á >0 và XI: | 
CÂ® =|x + 0P +|#—P + 91 +, l]a— 0= 
s8 S12 + gP + Ix—w+21+2—0|. ` 
kế > 12, nên | z2 — 2| = z3 — g2, vậy 


.. = (“+ U)3 + bào) 82 yn0 200 2 pc: 
TT P9Ành 4, 2t th đN Va),, 
, Như vậy với lmọi số y thỏa mãn điều kiện ¡ Ụ. < 44, gỔ: 
v. không phụ thuộc vào g. — _'ˆ ¬-...ẻ.ẽ.. 


Bây giờ nếu lấy z  V 42 — “BT, thì z2 <= v2; và tự, 
luận trên chứng tỏ rằng | 
_=. lr,†z ltlg~zl=3|zl. . 
_ hay... nà 
# +YtcWl +|#— +2 — wI~2fzl- ò8). 
_ So sánh (1) và (2) thì được kết quả phải tìm, ` 
la Cách 1 — Đặt VỆ 
A=l=~+ "“.... ¬ 
- thị 4 >0 Ln A2 thì đi đến kết quÃ. _ 
_ Ä? = +2 +“ 2rụ + 2 = — lho + lã 
và đọ T) ụ „ dấu nến ta có 
An. | Ki E-220008ê”-L 
` Cách 3 —: Đặt u= #8, =*—!,ta có 


à 


—# 


u2 SG = + > 0, do đó đp dụng kết vế của bó Ligt 
76, tà được 


Ju-+ Yu2— 0Ì +im— vTnn T LIÊN... 
_=ln+ 0l +lu -p|=2|n{ 
Từ đó. .SUY rd điều PHẾ Na xinh. 


“x6 


“108, 


-80. ĐẶÍ đ=. M. thì a3 m2, và đẳng thức dn. 
sưng inlnh lương đương, với Ma + =~g~a+em, " 
*'*4, hãy đề'ý rằng - | Ộ 
m=2+ 1m +1>(4410(2—a+D 
14 ~6~ = 0h —1 < (a— 1) @® + a + 1) 


3 \.— "mm 
_M¿#? Ni UP 291380943891 `. n. 


KẾ cáo .37- : : 
DI Si leo, «6: _— 
z8 XS TỦ Tx>rx in ® 


| Eaã ` : 
và một thấp e9 = 0+)? mới + Tôn san 


: ...... 


 ñG vậy 0 = aš-# 131186016090" ñ 
.—> 1, GEYTES... do đó, 609 s^ 0IỀA,: 
a8. : W sà 


108: 


_ ký | ¬ š - Nà, Á `. 
ti vậy vĩ = = Ệ: ˆ Tương tự, Xí. = —; VC- =1, 


do 88Ÿế XẴN tức = 1 


f 


N.. 


„ đười dạng phân số tối giản là £ „ Như vậ# va: ¬v .B. 
: a 


g8. Giả thiết trái đại tầng vĂ Âm ruột số bữn tỷ: viết 


, LÀ 
củo đồng Si, by `. LAI 
g" 


vi ?, già nguyễn, tố dùng. ¡ nhan, nén „" và. n cống 


dạ nguyễn tố cùng nhau, mà ích œạ" chín hết cho Phụ 


_ nên phái chín hết: cho ph, tức là tt = tp", Đẳng, hức 


trêu trở thành (n"q"= ,P đìnv VÀ — BÉ 


Vi ø 1à những sỐ ` nguyên dưỡng, nến: ,BUÝ TẢ" 


f= lo, HP dó “=m; tức đã + là ]ũy thửa, đệc n.el,pi. 


.Í 


, | &- 

- trái với giê +hiết, MAI thuẫn Ty “ng l xăng Nng . bà 
Y Hs : .§, 

, một số vô LÝ, _ 


8Á, Nếu ", +0 VÀ: cc =Í, hoặc nếu tr= s0 VẢ 'Í 


- Hhì kết. qñả suy ra từ bài toán B3. T. .t giả THAM 


là một số hữa tỷ. Thế th Bà = HH + sư 3m nẴ, 


"+ÿ% E UC, và XyiÊ 09h rằng: Ì { ' 
' =ryẽ + 2 N- 


„ 
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K. 


t2 2 


“và HE rÌng W~ = ).. 
rø -- 
21 một, T4 bữn tỷ, mâu thuẫn với kết quả của hải | lăn 
_,:-Hưt Ía, trột số vô tỷ... 
: 85, GIÁ thử trái lại rẳng số hữu tỷ lz=r vế”: + t5. 
| ; — Ũ, “Trước hết ta, hãy chứng tỏ. Tầng lờ rà xôi 5 


giá sưa rÝẻd=syb,: thủy Vĩ Mỹ, 


: `. = sở do đố 4 là ình phương của một số Mũ, 
vớ gể "`... >.: 
Nha ng Ẳ&s... 
_ _ PV`a-—-svb 


. an 
nà ca TS SG G-RB 


HH co _:rnVva—svb 


7 


sÁ n0 bề? Ki Tà | 
¬.ằ va . 

củ ly sy ng _ hộ 

cà h L8. sv8—5 = Kho A. - 


vi 
1 LG 


töÌ Ìk3mt số lên Từ các đẳng thức” ~ 
| vẻ. sV§=i, rưn—syB=t 


TÌNHEmvr vi xứ th) TÔ 


' Vật +. vế VI. 

h. + g cả hai về, thì được 
4+VP=e+e+ 3 v24 
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Nếu cđ là bình phương của một số hữu tỷ, thì từ., 
đẳng thức này sẽ suy ra rằng V5 là một số hữu t,., 
trải với giả thiết. Vậy cả không phải là bình phương. 
của mật số hữu tỷ. Đẳng thức Vb—2vcd = (e + d)— 4 “+ 
càng tô rằng về trải là một số hữu tỷ: theo bài toán ,: 
_ #6; điều này chỉ xảy ra khi số ấy bằng Ú, tức là khi - 
cơ. a=€+ d thì Vồ=2ycd hay b = 48, " 
„+. Như vậy ta sẽ có qa— b = (c -E )3 -—— 4cd —= (c—đ),. 
tức là đã — b là bình phương của một số hữu lý, . + 
:.° -. Ngược lại, giả thiết rằng 4° — b= với rÌà một. 
- #6 hữu tỷ: Đối chiếu với phần đã chứng mỉnh, -ta thấy 
"rằng c + d=a; c—d=r. | ¬ " 


Vậy c = TC vd= “TC” là những số hữu tỷ, vá - 


-tA CÓ —. ` : T - 
V q-+ VỀ. =4 + v2 — r2 SH, =¬ +1 tự, b 
_,  ,b} Bây giờ nếu coỲ rằng ứ, Ò, c, d là những số. - 
nguyên thì từ phần ã) suy ra ngay rằng a2 — Ðb phải. là ˆ 
_-- một, số chính phưởng. Hơn nữa đề đảm .bảo c và ‡ lÀ 
- những số nguyên, cần phải . đặt thêm điều kiện : a Và 
_zlà đồng thời chẵn hay đồng qhời lẻ, điều kiện này. 


+ 
' 


' tương đương với : b phải là một bội của Á. 

—— Sửa lại đầu bài, ta có th phái biểu ; Giả thử d xà Ù 
là hai số nguyễn dương, b không phải là một số chỉnh: 
phương. ĐỀ tồn tại hai số nguyên dương e và d.sao cho - 

| a+2Vb =Vvc'+ vú. Tã : ẢNG 

“điều kiện cần đủ là a3 — 4b là một số Chỉnh phương... 

\ \ đợi đệ : 


. Khi đó ` | | " BÀ T2 
: - TEET1 ch, 
Ta 6C .=*...o. 
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81. Tử định ni sửa số f, rõ rùng r > 1. đo đó 
vn v2 1 với mọi số nguyền dương n. Hơn na ta có - 


I Í 
2a“w#1~ v2, vì vậy 7 + T— = 1va+i, () 


cà + + + T~t Ke+0~3 ' 
- = 228 +. 1)... | : 
“Y&Egi số nguyên ñ, ta, hẩy đặt sa  Ƒ^ hi 


_ Thể lhã =2 Ñ tan = Šy $ = Sk+z Ð v m 
1a, hấy chứng minh rằng. với rpoi.số nguyén n 2 0 
kộ lồn dài sàtsố nguyên: Án sao chơ 6 = 2Á. (4) 
Tế tt VI _ „it 2 xẹa: va+l. -_ 5) 
„ Quả vậy, (4) đừng cho k = 0, k = 1 (ảo (2)). Tử (8) 
suy ta TẮnG Šw+i) = 3- Š — St vì vậy nếu (Á)' 
đúng cho Töọi số nguyên. đương k < í„ thì nẻ cũng 
đúng cho. ;&: m.h + J, thánh thử (4) đúng,cho mọi k,~ 
ĐI 'Mặthháo @ đúng. cho k =0 (theo (4)). Từ (3)1a cũng 
uy raŠ DU un GxŠy — — Šxk—10) 4Â» V2 T—Sg-tb 
„vì vậy. tiếu Ô ) vang - „cho k = 1 thì nó cũng đúng chớ * 
thánh. thử (ð dũng cho. mọi É. ` 
t định “nghĩa của mu ta có rà —r®* Ôs +1 cí 
vày m Link `> 1 của phương trình mm ^ 
m.. Xi—-S,X m0 7 


-0g1ã V"n V† V + Ả, ` 
-t đầy my re rằng sỐ M, phải mà 


2M tin Ak nếu n = 2k, .. 
- SE: ^ ˆ | | Á Hh= (8 *+ Ụ hÉn,n = + {. 


¿2 


s8, Đặt ? = —m + (IEEK 


A r> } và rà một nghiệm của l~“ trình. bác! hai 
vụ X2 — mX + =0, ¬-. 

Phượng trình này: có hại nghiệm vời tích bằng. 1, vậy. 

nghiệm thứ hai là 1/n và theo hệ thức Việt cho, ,tồng của -ˆ 

'haÍ` nghiệm, là được r.+ -: —m s vn ` 

Theo bài toán 82, ta biết ràng với mọi gym 
` đương n Thự, =^-.. 

ra 


vời È là một số nguyên đương. Từ đây lục, r8. lăng ra. 
là một. nghiệm của “WẾt - trình 72— kÝ +1 = Ú, 


Subbi iu, phun. Ng TRẾ vÃ2—4 :" 
hay  =: mỀ — An 


¬. 


: 89. 8) Trước hết cần đề ý rằng nghiệm củ plrtởng. 
trình đã .chớ › (nếu nó tồn tại) phải thỏa Ñn ạệh kiện ” vi 
- zzEdvh #zbb, an. DU : 
Với điều kiến này, có thể biển đồi phường- trình 4R- 
cho thành phượng trình tương đương „ -ˆ 
(+—a}" + (x—b}) = '2(œ—a) (—b)„-- 
háy bình khi biến đồi và rút gọn) | ¬- 
Ũz = (a~—b). so @% 
VI: vậy. 1. Nếu a zk Ù, thì phương trình (2): la. vớ. 
_ ". do đó phương trình đã cho lA vô ngiiệm, "tr 
2. Nếu a = Ö, thì bất cứ "giá trị + nào. cũng đào, : 
nghiệm của phương trình (2y. Dơ điều kiện (1), ta kết.. 


luận rằng mọi giá trị Z KP đ - là nghiệm: của phương¿ HỘ 
trình đã cho, ` 
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`) Bi tài toán. có ó ngh. dĩ nhiên cần 'phải giả thiết _ 
. `. .,#rE+b. - _ (Ủ 
Khí đổ cò 4hế 'biến đồi: phương trinh đã cho thàủh, 
„ phường; drình tương đương - 
' “(+ b) (a—) — (a—b) (z—) : =~ 2qÙ, 
: - Hay, gau bo khai triền vế trải và rút gọn _ 
-2az = a2 — Ð2, @® 


ch k 


¬W. Vậy : 1: : Nếu a s+ €, thì phương trình (2); tức Ìá ° 
- phượng, trình đã cho, có một nn duy, nhất _ 
› & *. ÿ° 3 qÄ Ï—.— p3 : 


“a8, Nếu q = ức thì phương trình (2 trở thành 
'Uz=—i1 . 
_›Đo điều kiện q), ta cớ ö zs+zi+a<=0, ki¿4 thành 
:thử phương trình vô nghiệm, | 
. Nghiệm của phương trinh (nếu nó tồn tại) phải 
hư mãn điều kiện 2 sk + 1- . 6) 
+“ Sau -khi qui đồng mẫu số về trái đề ý đến điều ˆ 
: kiện. (0; và rút gọa ta được phương trinb » tượng đương | 
| san;.(@++—1) z=a + b+1, ¬ 
_', . đụ Nếu ø +: b—1=‹0, tức là nến a + b s ‡, thì 
MX..ằn, li =3, và phươnđ trình (2 trở thành 0+4, 
St trình vô nghiệm, - 
¬- Nếu .“đ* b——1z‡-0, thì phương trình 2 “ pgẪlệm. 
_ ` đ+.b+1 _ ¬ 
| = Rhẩt # = San - ` f8) 
- GIá I nấy ]à nghiệm của 'pltơng trình đã cho, nếu 
- nỗ thỏa: mẫn Khung : ) VÌ vậy cần phẩt lềm ›nghiệm l 
điều kiện. Ñy.. cả 


T. Ảng. : s 

8+. b +1, Tiến | 
#&+b—1 — 8+ObmÌ., TT 
Su Œ bạ b— 1 ha 0, nên" từ đẩy bó, ra răng. | 

¡0p + 1) : 

: „a+b— xuyên 1 

22B) ĐĂng, thức L1 tá € . | 
aq+ö—1 _. : 

_sMi xây ra, khi a+b‡t =— (a+b ~®Ð), hày a+b=0. 

_#Thành thử nếu a + bẮ 0, thì phương trình đã cho nhận _ 
giá trị @)}' làm nghiệm + snng nếu a+b= 0, thì phương | 

.'trình yô nghiệm. ' SR bó TA bi 


Cuối cùng. đề nghị bạn đọ tự tóm tắt lại các kết quả : 
- 90, „ Phương trình đã cho tường, đương với. | 


Quế 


+ 


D7 =. +1)# =. +.c #+1)+ 
li _. mi _—— 
¬ \VT+. co g+b+e ` 
hãy. _ " 
_.+*Ðb+e-®- N bày buớg a+b+e~-z Ì 
THH—— SH ST g TT Tre 
Tổ TU HẠ, „Z.. bo, 
, °ị = a+b+e ... | | 
r9 h Xã _ ¬ằ.<.^ 


LNP ĐÀ ” K "ˆ 
“nh tiên sÍš + n `. NUOR. 
Với điều vấn si của hài —tdân, ta mổ Tả # =d + k + 


« 


. 
K Ỹ ¬ $ỳ 4 
' 9h... : 
"N4 
-t ý, „1? `8 


91. Tạ Hãy biế đồi biipuz trình đã chơ như sau. 


: Xe “1 1 Tóc 1 ¬ 
_ (#-+-j):£@-‡-‡): 
.„ '\ Ồc b_ cj \ a a cj 
ng. HE ¿1v À 
————Ì=0, 
't ab q 3 


hay s sau khi qui đồng mẫu số và rút gọn ` 


ì dt: + +j£—(@ tô + ta): =0 


=a+b+c. 


ì 98 Biến đồi phương trính đã cho dưỡi dạng lan, 
Mkc G?r£ctrj— vì ` 

K Than a tbh†c, 

¬ F Ệ ¬ ng me# - = ' 
1n“... ..- 

— dt tọa S ab`+ bc+cda „ qù + bc + = 


. d+b. "` wWẽ T5 . — £+a 


1 : Ý * v3 
ab+bc €đŒ) L——— ' ""=—.Ố 
=1 =Ệ XÁC 


| Chia cả bai về ho - — —— hì 
BS sà Than rrai Tra 


L 


` làm 


“THỂ: 


s: 2Ý gả hiếp, : suy ta rằng `". 


_ “w T = -a+x? + bz +: C =(# — z) Á- 2n “#)- 


mò ý x bội — z thì được... 1 


: HC hơi bx +.©) (ar* — ba + ) =— NRVPP z1) (42— +3), 

 jay nếu đặt z3=X `- - _ 

| - @X + cÿt„ ĐN E dẤX — 2Ì) X—s)) th, 
_ Bằng thức này. chứng tö rằng phương” trìáh. Tới 


Am là - -(aX +cŸj?— b?X =0 , 
hay. + _2BX3 + (ae — 0)X + c0. 

94. Rõ ràng Ñ —Ï + sï=— 1+ 1=2, 
và Si= #; +3 | 


- GIÁ. thiết đã linh được Sœ S¡,...,.Ša_,. Tạ hãy nêu lên - 


Tả —— "`... ẻ sÃ 
PYtöêu các về tương ứng của hai đẳng thức này ; ta tước | 


~. 


_ các tính Sa. Muốn vậy, đề ý rằng. vì #, ¿ là nghiệm. ` 


.' của phương trình øx-+ bz + c = 0, nên 
= dz} +-bz.+ © = Ö, wlitsbiy DU 
ảo đỏ dzn + bzp—1 + c#ï—? = 0; 
GÀ + bzạ— + tap~? = Ú. 


Cộng cả thai vế lại, thì được dSt + ĐểnTi K đài = Ũ, 
Đó là công thức truy. chứng đề tính %„ khi đã biết, : 


Sa— và Sn—3 (n> 2 2).. v4 : | sa \ 
Chẳng hạn ˆ' 


TẾ 2. bẩy + c§ _ È —— 9qc 
`. xzwNNG VI ng ng, , 
' £ " “3Ÿ: , bSx Ấˆ c$ l ?2 — daÖc 


l sAO : m l “ã 


b nghiệm. Z¡ VÀ Za đều khác không, Bè ý rằng 


"= BếT ^a - ` _. 
x_ E3 Ni 
CO VAO du ga GGi+ #ử zˆ . (Ty : 


9s. Theð các hệ {hức Viể 1a GÓ | 
{ah =—P và F2 á ng- Đo đó 
tt =Ẩ ` T =-- 
620-982 06+ = + 
Bà “9 2+2 5+ e3—-2001387. 
V12 (b + 4) ® +. —2 (ab + e) = 
. =(-p)Còg) —3 (+37 = pq—5 
96. Nếu e = 0, tức là K8 S3 trình có một nghiệm, - 


. 
..*.- 


: Lểy : z= Ô, thì 


= Nếu le be, thì đạ = 0y vậy: b`— 0, và bệ thức W 


_- trong đề bài được “thỏa mãn. 


— Ngược lại nếu hệ thức Ấy được. thôa r mãn, 4hì để suy, : 


”,ra'b,=0 (vì k `0), nên z¿ = 0, lo đó z;¿ = ki 


Thänh thử ta xét trường hợp c0, tức là cả bai 


k ——— 


"..-. `. cà MỘC ch _,#d 2z tệ Za 


: nếu “ = ` thì m @1 ta cối” 


TT. 


+, 
- Trị: z ¬.. Bề 
* - * , s 


_ ĐÀ. (+1? .. ` 
Ỷ. ng TK | jà 
hệ thức này tương đương vời hệ thức phải chứng mình. „ 
_ Ngược lại nếu có hệ thức (2),.thì theo €) The, 
(+ _Œ +1 c(— (33 
“từ đây su 1=... 1 _ 
À ng rà kém + T _ ó0, 


Hay ( =0 nn `. 


" 


ti$ 


; Như vậy hoặc k=t., hoặc kÌ=1 tức là k= _ kã 


“Trong cả hai trường hợp, ta đều thấy rằng tỷ số của 
một nghiệm chia cho nghiệm kia là bằng | k. | 


.... 97, Ta xét hai trường bợp: 


«) p—q. Có thề viết phương trình đã cho dưới dạng 
đ +2 7 

, Phương trình này có nghiệm 

sử agýDi JẾT q2 - )a 


(+ ñ 
B) p+ q. - Từ phương Tản đã cho, suy ra 
cƒ— p) (#—q) — #œ (— q) — b* (œ—p) = 0. 
Gọi ƒ(Œ) là tam thức bậc hai ở vế trái. Thế thì 


ƒ(p) = — #3 (p — 4), ƒ(q) = —12 (q — P);` 

“Vậy ((p), f(q) là khác 0 và 2ô đấu trải nhau. Do đó. 
trong hai số cƒ(p) và cƒ/(q) phải có một số âm: theo - 
đính: lý đảo về dấu của tam thức bậc bai, ƒ(z) phải có 
hai nghiệm phân biệt (và khác với p, q). Đó Xa c là hại 
nghiệm của phương trinh đã cho, 


98. Kết quả là hiền nhiên nếu hoặc p = 0; hoặc. 
 = 0. Kết quả cũng hiền nhiên nếu hoặc a = b; hoặc... 
b = c, hoc e = (ỉ. VI vậy ta chỉ cần xét bài toán với 
giả thiết p + 0,gzE0,a<b<c<d_. NI NNG 

Cách f -- Khai triền vế trải của phương trình để 
cho, rồi rút gọn lại, thì đi đến phương trình, 

(p+q)+3 —[p(a+e) + q(b+-đ)]+ + (pac-qdb) = 0 _ @Ð) 

Nếu p + q =0, thi j§hương trình (1) trổ thành: : 

[p(a + €)—- p(b + d)lx£ = pac—pửb, _ 


H4 


và vì p*+ 0, nên phương trình này tương dương với 
-T+)—(b + djg=ac—db, _ 
_ đây là một phương trình bậc nhất cỏ nghiệm, bởi vì hệ 
_: gố của ø là (đ + e)— (b + d)= (a— ð) + (€ _ đ)+0. 
,Giả thiết p + +0. Khi đó ta phải chứng mình 
. rằng phương trình bậc hai (1) cô biệt số A 2 0. Ta có 
A =[p(a + 6) + g0 + đỌP — 84p + 9) (pAe + 467} 
Đặt ( = -Ê thì £ + — 1 và A = g0), với 


a(9 = [(4 + e) + 6 + đƑ— 4 † De + tdb)= -.. 
› ,.=(d — bỳi2 — 3[2qc + 2db — (c + a) (đ + b)]t + 
T Sạc lc + (c+ a)3, : 
Vị-d ~-b 0, nên g() là một tam thức bậc bai của f, 
với biệt số HN : ` 
- ð`  (2ca + 2db — (c + 4) (4 + b_ —[(d—b) (v— 4)? 
= [2ca + #đb — (c + a) (d + b) + {(ce —ø)(d—b)] 
x {[2ca +'2db — (c + a)(d + b) — (c —ø)(d—b)}= 
= 4(ca + dò — cb — đa) ( ca + db — dc — ba) = 
- =—4(b —q) (c—b) (d— 4) (đj— c) <0. 
Điều đó chứng tỏ rằng gŒ) > 0 với mọi giá trị (, do độ 
-A>0. _ 
Cách 9 — Đặt: | 
f(œ) = p(œ —-8) (# — ©) + qŒ — Ùb) ( — d). 
Nếu p =q.= (thì ƒ(2) = 0 với mọi giá trị #, 
_` Giả thử p0. Thế thì „. 
ƒ(b) = p( — a) (b'— ©); , 
_ ƒ(d) = p(d — a) (d— t), vây: 
- ƒ@) ƒ(đ) = p?(b — a) (b — e)(d — a) (4 = ©) <0, do đó 
.ƒ(b) và ƒ(d) trái dấu nhau. Điều đó chứng tỏ rằng ƒ(2) 
_— (là một đa thức có bậc < 2) có nghiệm. | » 


› 


áo _ . f15 


_+ ‡ 
HH 


x" 


... z" h ..N 3 


'Nêng: . tôi “à n1 xẻ LÒ, vẽ mong, tốn kế 
- biện tương tự. - ;.. =. 


.99. Cách 1- — - Phương th đ2Ào có, nà vế mới 
_ đmg sAU: :- 


su 


Äeh —2{g + b 4 6) 4 4G, + be + tổ) S0 - 


31a 3 sây chứng “tỏ. rẵng. BiỆt số của v_ỷàn trình h 


„ Khôn ›âm. "Quả "vậy, ta: đố - _ .. 
"`... se 0đ = 


=. Để SA 
_—. tý +r 


⁄ VÀ 


tuân Bì 2 Ég tiện z0) 


ˆA 


Cách`2 — 1" fg .c. nà xé 
. ƒ@).= kế cv SẠC TT 
+ (+~~- (z+— ø) thì Tœ) là một đa thức bậc 2, có: hạn 


,của z2 bằng -3, Hơn ' "nữa, vai trỏ của các số: q,.b, © là 
-ngang-nẴnn,tuên có thể coí rằng a < b<c. 


-'Thế thì Š/(6) = 3 — cÿ (b — aj <0: NT 


| - Định. lý đảo về đấu củn tam thức bậc hai: N“. tổ rằng ` 
Tu ƒœ) có hi-nghiệm (phân biệt hay trùng nu), và b nẵm 


. giữa hai nghiệm ` “. theo ;à oi b. có thề trị lùng với + 
he một nghiệm). 


T 


.100. Cách 1 — Khai triền vế trái ‹ của. xu tình, 


đã _ rồi rút gọn lại, thì đi đến phương trình - 


- £a+-b+-e) x3—2 (ab+be+ea) œ+8abc = 0 h, - 
Ñếu a'—= b = ce =Ô, lhl về trái của (1) sẽ đồng - 


-_ nhất bằng không, vậy phương trình (1) được -- | 


`" với mo giá trị cÑa +. 


-Giá thử aÙ, c, không đồng nhất tăng 0, tức hà: 
— gã là „ +œ + 0, 


. +. 
Sa So 
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h r : 


“Hai (rưỡng. bợp có tế xây ra: Ni | 
k¿ ữ ni b + =0. Khi đô phương trình @ trở thănh ˆ 
È „ A4nb + be + Sai te 3gbè. Ý (2): 
. % nhữy ` SG : Ni § : 
,0= ut- Ba ca = œ mủ M94 Nhà») nà : 
riên 9(@b ‡ Ùể-+ ca) =— (d2 +. bệ + c9) <È Q, 
vậy: phương trình (2} có - nghiệm. 


v/3,4.+8 + ế Khi: đữ gia một phương Einh `. : 
bập 2 cước ` ` 


"ˆ 


SP XÊN be Tk caj# — — + b + c)gồy + n. 


+ 


¬ 


+, tớ Tà š 
: 'J:“ + 
1 % ˆ + 


g Đã nà : => % -tá0—e" +. lay cáp NI, (e-sán VÀ 0, Rộ hi 
vửt ñ ng trình (3 có nghiệm... NA cuc 
_.. :. nh... . na 


= gộ»-l œe)- BửP Đa), g~ở*- cực—d) 3) _ 
nh Ình ca. œ,b,e là ngang. thau, viên cö. tà gội rằng. 5 
đu ếnc X. < <b <: cà “¬ _- 
"...YvY.= 'e-xf 
# có ftby = ÉÉ—) (—e)=:— b(b—a) CĐ \ ° 49 
T@).= tŒ~ÿ (—D). ` 
TỆNG thất: trong các, sử fq; tÐy ft} “bằng ( 0, , thế 
_Milow đã "- giải quyết. Vì Vậy, tạ bầy giả thiết... 
2 f@& + f0) 0ƒ #0 x2 27 
_ tẩy chứng tô rằng trong trường hợp này, tưởng - 
$.6 fq}. /Ƒ®), Tíc). vhải có 2 số có, đấu khác nhau, Quả. 


\Ỳ, giả thiểi: trái lại rằng ƒ(a), /®) ƒ(cy có “'ỆN dấu. là 
Thể = _ _ | 


t. 
vi 
sÑ 

` 8, 

`. 


4: 


TÁC, . — 


X 
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SG "hặc f(a) < 0 :hà< 0, _ Lò Là Từ “sáo đi 
n 
thức B6 sử dụng (3), ta suy ra rằng. -: : 
| a<0,-b>0,:c < TP 
điều này màu thuẫn vời @). :, + | HỂ) 
— hoặc. f(a) >Ũ, f)t3 0,f(e) > 0: Khi đó, cũng | 
như trên, ta suy-ra a > 0, j*©0,c > 0, 
điều nàý cũng mâu thuẫn với (8) 7 7 Ẻ Ị 
Như vậy, trong 3 số ƒ(œ). ƒ(b}, f(©) phải cô 2 số có 
đẩu khác nhau. Điều đỏ chứng tô rằng đa thức ƒ(2) không 
` phải là một hằng số (vậy ƒ(z) là một đa thức bậc Lhoặc 
bậc 2), và. có nghiệm. 


¬ 
101. Biệt SP của phương trình thứ nhất là - 


"Ai = p Sun Áq | sa 
và biệt SỐ. của phương trình thứ hai là 
¬ Öa = P — 4q; ¬ "` 
bi Ta có Atr.T A; — pÌ + YÂ— 46m + t3 "Á 


1 > pÌ + PẦ— 2 PiPa = (Pì — P3 Z ) 
"Nếu ni <0, A¿ <0thì A¡ + A¿ <0, mùu thuẪn 

với kết quả trên. Vì Vậy trong hai sSỐ Ai Ôa phải có _ 
"nhất một số không am, điều đó chứng tỏ rằng: trong 
hai phương: trình đã cho, có Ít co một phường sản 


có nghiệm, tu x... 

—. 102. Giả thử bai phương trinh đã cho có một nghiệm” 
: chung zạ, tức là, ta có các đẳng thức - _ 

4Ÿ ~y bay + =0 PM 8 Z0 

l d"zỆ +, là hai BI có: 0 ¬ ..:0 

| — Nhân gy với b' và nhân (2} "với — b, rồi cộng NHỊ 

thì dược (db' - — “ẻi )tÐ, + (cò. — KàGÓ, = sÚ, là 


"418 s. 


kề : : 
Nhân () với — (và nhân (2) với đc rồi cộng lại, 
thì được (0Ù) — bđ') #s -+ (ac` — ca') = = Ú, 
đo đó \ac — ca Lâu (ab' — baq')3xô = | 
¡. =(a”*—ba') [(ab` — ba')ai] = 
cò” =(@'— ba) [—.(eb' — bể)]= 
= (ab' — bœ') (bc` — c9). ⁄ 


108. Từ các hệ thức Viết cho phương. kênh bậc . 
_“hai, suy ra) +  = —P, PỢ = 4. 


Từ hệ thức thứ hai, ta thấy rằng: › 


_ Si, löệ ni khí đó, “vn ng 'ệ Đá L 
b “thứ nhất. r 


` 


\ 


| 2. hơặc qø =È 0, thế tp = 1, và le có lê le> 
.đo hệ thức thứ nhất. - 


_-Ö-Vậy. tất: cả các cặp (b.. q) thỏa mãn -bấi toán là . 
| (0,0) và (1, — 2). 


\- 


"194. Via+0, nên phương trình đã ‹ cho Ly HD CỎ ¬ 


` Đặt =x+ 


% - 


".... =£ + ¬Ì `. .¬. 
cv 4 h3 +ử . & 
và phương, trình đã cho cỏ thê - viết dưới dạng `. 


b 
G23 + ð +c + ` sứ 
* sa K c 
\ 1 1 ¬ 
m By S2 Lạc n. 
tức là 'au khí rủi gọn) c0" t+eiA 


118 


Si _ 
xà 


M 


Từ phiO0P trình. xà tế có nhều tìm lang bị sau đó - 


- âm được œ _ 1. - 
- 105. -Đặt P cà? Ộ mỈ 


` # 


nN thì - — Œ = p+ 4 =p —c 
: Phương trình: để chơ. trở thành ` 
r " ......~. 
K* hãy, nếu đặt. Ụ =# + .Pi ÁW. +Ð£+ (g — q)* . s* 
:, c — - Khai triền về trải, rồi rủtgọn lại, ta được. ` 
| : 2(y+ + 643 g”+† 49C _ 
Wtr vày, nến đặt z = W2» nh bài toán. đưa, về phép giải 
Ạc hai- z2 + -6q8z. đề, Làn 


sét C  g, 


“phương trình bị 


A = +V£>¬p: 


Từ. đây tỉnh Tra Z, rồi “tỉnh được. 
“—. - tớ ĐMp n6 2n, 8 ly, 
. — @EÌT q) ( -r bỳ) —= 4” x + +- qÙy 
s¬. (+ + c@ÒŒœ + d) = +? + +. + cửy ` 
1ự trình đã cho trở thành 


m và phươn ¬¬ 
_(@#® + p# + ab) (c? + je + c) = Tả đx 
Đề tiếp tục giải phương trình (, có. hai cách :: 
_= Đặ - _ yự= v2 + Ð+; b | 
z thị ”¬ trình ) trở đÈ DAI ( + 8) + củ = = Ty. 


Từ sa trình này, tính ra ụ› sa _— tính 3 TA ‹ LÁ 


2: Hoặc: biến đồi (1) dưới dạng. 


= |ữ + „Ỷ SP ==ã]|t + BÌ «| 
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I= 


rồi đặt Ụ= cÉ=: + BN -- 
—_ghì saU khi khai triền vế trái và rủt gọn. ta được 


“IG 
| ¬....Ía 


2 


‹ 


~ s~ Sạc SP 
ác —+—){a _:)_-m=0 ` 
+Ím T cp 4 , | 


'Từ đây tính ra Ú› rồi. tính z bởi công thức. 


" ` 


_.=— + KT ấm 
1T. Từ kim thức qd = bc, suy FB. ` 
q LẺ, 


'Vậy ` d = cí, và ta có _, 
* 0=da3 + bx3 + cz + d©= áp) + die) + œ +ÀP= 
Š nàng: 0+c@œ+) =G6+ œ.œ+Ð. 


-” 1 h 


_ đây §MY FA no \ = — i=— —. J, 


và q2 + c =0 hay đạ = # “ z 
q4 bd <0, nên qc < Ö, tức là d vàc có dấu trài dượối 


108. Đặt p=d+ b+C, g=#+P lê phường 
trình đã cho trở thành. 


p(U— 8 (W.— — Ù) (— €) — dÙc ( — —p)=0, : 
hay pụ? — p2 + ÍP (4b + be + €4) ~— — abc] „=% Rõ 
ràng ta được một nghiệm ÿ *= 0, b 


"tức là +—=—p= — (& + di sa 


I 


_" 


X 


Đề tìm những nghiệm, còn. đại của. phương, trình l 
đã ,cho, ta phải giải phương trình bậc hai. 


pỤ2 — p3 + Tp: (ab.+ bẹ + ca — dóc]} =0 
hay, nếu trở lại ần số œ =. g—p- k 


px + p^z + [p(ab + bù + ca) — 'abe] = =0. () 


Phương trình cỏ thề cá hoặc không có nghiệm tủy ˆ ˆ 
“thuộc vào các: giá trị .a,b,c (chẳng hạna=b=c=l 


NT 
ciÝ ` 


_ phương trình vô nghiêm, SnnI q=b=e= an phương 
. trình có nghiệm)... | 
109. Sử dạng đẳng thức (bài toán 54) 
(a-+ b-+ #)3 = œ3 +.b2 + +3 -+ 3đ2 (b + 8) + 
` = ĐÙ2 (a+ +) + 322 (a+ b) + 6nbÙx, .: - `. 
thì có. thê đưa phương trình đã cho về dạng _ 
| xã — (q +b)+2— (đ—, b}ˆ z +} (a- — Ù} (a+b): = =0, 
_Nhự vậy ta có z2 (#—a->b) — (a—b) (t—q—b) = 0 
hay + (+ — a— Ù) [z°— (i— b}#} =0, , 
tức là — (@—&—B) @—a+ b) œ + a— b) = 


Từ đây suy ra rẩng phương trình. đã.cho có ` 
_ba nghiệm +; = q + Ö, Ta = q — Èb, z=—da+b ˆ 


0, Theo bài toán 61, ta có 
x9 — 3 (d8 + b3) œ + 2 (d3 4 by 
= (ø@— a— b) [+2 + (a + b) x— 2 (82 + bẦ— ab)|,. 
Thành, thử phương trình đã cho: có một ,nghiệrn ñ 
1= + ù ề 


Đề tim cúc - nghiệm côn lai của phương, trình Âm 
' ta phải giải phương trình ` 


+2 -+- (a+b) z— lư (a2-+bA— - a8) = cú " xà (1) 
` 122 _ Lá. | 


Biệt số của phương trịnh này là 

A*“= (a+BẦ + 8 (a + b3 —.qab) = 942 ` 902 — - 8gb = 
... =8 (œ + Ù*) +-3(a—b}ˆ> 

như vày phương trình (1) luôn luộn có hai Hai tức 
là ” trình để cho luôn luôn có ba nghiệm. 

11V. 'a) Theo bài toán 58, ta có z3+Ù?+a2 — ` 3+qb = 
~Œ + a.+ b) (+2 + đỀ + bÄ— œa — #b — db). 
. Vi VẬY phương. trình đã cho có thể viết dưới dạng 
(¿+ a+Ðb) {2° — (a † b).+ + (a? + ÿ2 — aủ)]} = 09 
Đo đó 1) - zŠ¿ + b = Ủ, hay x=—a—b. 


ng # 


| 9) xâ— (a + b) 4 + (48 +92 — d5) = 0; lã S 
N HaB§h trình này có biết số | Ai 
_ = (a+Ù}? — -4 (a5-+b3 — ah) = —3(a— .c 
3o bo nó chỉ có nghiệm nếu a= b, nghiệm my là zx=# 
W S00 kép)... Thành thử hà _ 
ˆ Nếu a= b “thủ phương trình đã chủ có ba nghiệt | 
hcm cự #=—DA, Tạ = 2; = d‡ 
_ Nếu m thì phương trình đã cho chỉ có một nghiệm 
x+=—a—Ò. 
` b) Phương trình đã cho có thề viết đười đồng 
c{+ 4)*— Sắc Œ + a) + bỲ + cý = 
Đặt ụ =x+a, thì phương trình trên trở : thành 
_ gề — Sồcg + b2 + + =0, ' "— (U 
Thebò ~ 5 `. ÂẲ- 
=1, hU b:: = €, thì nh trình buật có. ba nghiệm | | 
| yu=—?b, U=W=b0¡ : ° 


14 


Ỷ, Nếu bệ, thì 1 hươngt trính q) chỉ có một nghiệm. 
JỤ=t—=b—c. . CS 
-Bạn X“ hãy tự viết các kết quả đối vời Ằm số z- 
112. Theo hệ the Viết cho phương trinh bậc bội 
" đây tà c tay + mÔ 
Ai vậy xì + +} = (2: + 2) (Ệ + : 2 TY In | 
° _= (tị + #a)[(đ( + #;)2 — J2] = — 
 ==—®s[(—#;)°—3tra.]= 
SA = —#ạ (tÌ— 31aa) —= —r‡ h 31224, 
Từ đó : suy ra điều phải chứng mỉnh. 


\ 


., M8, a) Theo hệ thức Viết cho đa thức bộc ba, ta có - 


đị + đạ +2 =— P› ¬ `... 4U, 

tỊ1a + 141 + TT; = q, ° ¬ 

441323 = —F. + : ”7. —- @) 
Vì Z4 =2 -E. #a, nén tử (1) suy ra #y = — H : 


_ Như vậy ta cũng có đa +} #ạ = — rx 

_ và theo (2) _ ..‹4 
đyPạ = q— #t (8; + #4) = q— &ị = q—. _ , 
Thành thử đ„,¿ 2; là các nghiệm của phương trình - 


"bậc hai g!- Eu+ ( = | =0, (4) * 


: — ca _- P2 Y MỸ 
Chú ý 1) Từ (3), Kiệt r TL " |. 


vậy số r phải thỏa mãn điều kiện r = Ễ (:— = )- 
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2) › Đề phương trình @ có nghiệm, ta phải có 
| ¬ “7 S4 _5Pˆ — 4q. 
So UN:, 1— 4 Ạ 


_ : 
Vậy p P4 phải thỏa mãn điều kiện q < — „ 


T Ỉ b) Từ giả thiết z‡ —= 22 và từ ¬ ta suy ra 


" LINH” dâu 


vậy. + =— Nợ Thành thử „Ta; “= vr2 r 


và theo (1) +; + zạ=— P + VT. 
Các đẳng thức này chứng tô rắng : 2a; 13 là các 
nghiệm của phương trình hậc hai - 


TC cp+ V#) g + V=0, | ‹4) 


Chú ú f) Các nghiệm của phương trình (4), tức là 
+ và +ạ„ không phụ thuộc vào 4. Điều đó là tất nhiên 
bởi vì q phụ thuộc vào p và 7. Quả vậy, vì z?= +;z;, nên 
đẳng thức (2) trở thành ụ (0ì Bạ 2 ++a)—= 1: 


Vậy q=— — bin, 


_9) Đề phương trình (4) có nghiệm, biệt số của nỏ 
phải không. âm, tức là 


\ .— T2 —= 
| _— VEy — GVT= 


=(p+ vr} (p— 3V - 
W vậy :— nếu r>9, Ä p phải thöa mặn điều kiện: 


` : hoặc pŠ ~vr, hoặc p> 3 về 


1 “ : , 
£ “. . 125 ỗ ca 
l hư ` 
l sản ồ 


— nếu r& <0, thì phải có. sa 
lu nh. \ na 
| = - hóặc p< <3vr „ hoặe p>—VTr. - .. 


1M, Giả thử các Suêu trình đã cho có một nghiệm 
__ chung q, tức là ta gỗ CÁC. đẳng thức „. 


tay: d* + dp + g=0, @}) dh + đp “g0. (2) 
Nếu p=p', -thì rồ ràng ta phải có q= q và hệ thức _ 


mêu trong. đầu bài l đúng. Vì vậy, ta hãy 6 giả. ĐH 
_p*®%P' 


- Lấy đẳng thức (1) trừ cho đẳng thức (3), ta v được _ 


Ỉ 
1 


" a@œ—p) + (q—g) ) —0 hay ä=— đ— _ 
ào _ IP ái "`. 
/ Mang giá trị này vào (1), thì được. nh 
: ii —p[#=#)3 g <4, đo đó - 
J- P— P s. P—DP 


“cu n 
| Ý=(p—p) lạt =p)—P | › 
, : =ứ—,P#(wqf—p}. "`... 


- _ _.. 
115. â) Qụt văy vì" =2 HN. nên - : 


.. 


242\- 


„27 - `. 
_ ¬tức là ta đi đến. Xuên trình bậc 3 có 'dạng đặc biệt›⁄ 
' SH" z3 lo PZ + niêm = 0... x f1 "` MP “3 


bung 


F v ù 


ị kì 


...— by Phép giải phường trình #Š + ð# + Ở = ủ Œ) 
,.+ được tiến hành theo phương pháp sau đây. Ta đặt. | 
HH .....-: Đ-¬ .._ (2) 
Khi đó rổ ràng cố thề chọn cho ø một giá trị tùy ý. Ta 
ˆ, sẽ chọn giá trị này một cách thích hợp, đề đưa bài toản 
_ về dạng đơn giản hơn.. "¬- "- - 
sa Từ (1) và (2), ta cở (H + b)3 + nứU +: 2) + q= Ò, _ 
hay __ 3 + 03 + + p} (3uu +”) +1q= 0. h (3) | 
Nghiên cứu phương trình (3), ta thấy rằng nên _ 
“ chọn ø sao cho 3u + p =0. Thánh thử bài toán quy 
về phép giải hệ phương trình :.  .'- „. : 


„8 +02 S=g@ {1 + dd, | 
: ¬- hay ¬ — c " -— @) 
TH TT t308SessssiE s7 | 

: 3 27 


Như vậy u3, 01 là nghiệm của phương trình bậc bai. 
: : § 'ý ` “ . _ #2? + qX— =0, ¬ (ð) - 


tức là „3 —— 


6 


_—”. Nhận xót — ĐỀ phương trình (6) cỏ nghiệm, thì cần 
phải có #S+ >0, 7Ô ~ 
ng Côn. TÔ và ° ¬ 


Nếu điều kiện. này không được thỏa mãn, ,thì phép : 
giải gặp bế tác.(°) 


Công thức (6) được gọi là -sông thức Cacđanô gái 
phương trình (1). : 
116. Phương trình đã chọ có thề viết vh dạng 
| -[z]= .12 (x2 — 2) 
- Tạ hãy phản biệt hai trường hợp: sở 
1,0 < z2 < 2. Khi đó[z]< 0 và— v3 < + < V2. 


-_ Thành thử {[z] chỉ có thề lấy các giá trị 0 và — 1. 
_Nếu zÌ= = 0 thì được nghiệm % = Ú. 

Nếu [xz]= —  Ẳ; thì ta có +2 Hà ng =— Ì, 'ANAEU 
suy ra z= -ÀÌ. ` 
_ ˆH z9 >> 3. Thế thì [z] > 0 và ` ANỗ... 

Phương trình đã cho có thể viết dưới dạng 


$ 


lzl —_ t(22— 2)Ô 


mà 1S) < 1, `... vậy ta phải cò z2— —2<1,, 
+ 


hay z2 <3, tức là ø < v. Dơ đó v2 < + < v3, nên. 
_m] = t và phương trình +2 (22 — 2) = Í | 
có nghiệm # với + = 1 + v2, ˆ 


tức là #œ+= V1+ v2, | | 


(*#) Nhà toán học F, Viet đã giải bài toản trong trường. : 
bợp này vào năn: 1600. Bạn đọc nào quaấ tâm xin mời xếnn.. 
'ở Bảo, Toản học 0á luỗi IrẺ, số 07, tháng 2— 1979 là li] 
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Thành thử ta có đáp SỐ : - 


„=0, #a= — l 24 = V 1 + v2: 


_ 117. Gọi u, ø là các nghiệm của phương trình 


_ ,. z2— pg£ + (p + q)= 9 

v0 l | = H + Ù, | 
`. | _ 
Na m ~- ) p†+qU?. - ` 


Như vậy bài toán quy về việc fim tất cả các nghiệm 
nghyên (p, q, w, 0) của hệ phương trình (À). 
Đề ý rằng trong hệ (À), các cặp (p, q) và (u, p) CÓ „. 
'gai trò đối xứng, và trong mỗi cặp (p, g), (u, ø) thì các 
số p, g cũng như các số u, ø có vai trò đối xứng. .. 
Ta hầy phân biệt bốn trường hợp sau đây : 
1) hoặc q = 0, hoặc p =Ú; 2) pqạ > 0, nu > 0; 
3) pq và tp có dấu trái nhau; 4) pq < Ö, 1Ð <€ 0o 
Bây giờ ta hãy khảo sát từng trường hợp. ".. 
___ Trường hợp 1. & ¬ 
Có thề giả thiết p = 0. Hệ (A) trở thành 
Ệ  -- 0—Ô 
}Ì q — HU! ` 
Vì u, p, g nguyên, nên suy ra "_ 
u=—.p=N : (A=0,+1,+2,...), 
_gq=_— _ (n=0,1,2,..). 
“Thay-đồi vai trò p. q, và vai trò của các cắp (p, q), 
(u, 0), ta được tất cả các nghiệm (p, q) của phương 
trình, ứng với trường bợp 1: | 


_p=0, q=—nˆ (n = 1, 2:0) S 
p=—!12,q=0 Ẩ(n=l,g2,..) — „ (Ú 
Áo minh (n=0,+1,42,..) 

câ< 


TƯ ịỦ | | 129 - 


`» 


Trường hợp 2. Theo (À), Ho b= _Đq, p+ q = HU, ` 
nén trong trường hợp này, ta thấy rằng H, 0, p, g là ` 
HOỆnG số, nguyên dương. Hơn nữa, từ 1A) BUY FA. 


` Dq— P— qu + 0— uø 


"hay 2= (p—1) (qg—U + (ứ>—U (6 — 1). 
. XÌ p—l>ỳ >0, qg— 1> >0,n 1> khó N2 0, nên 
đẳng thức này chỉ xảy ra khi ; _ 


1) (p>q—-D=0;: - -(0—1)(@—1)=23 
- Từ đây. suy ra chẳng hạn p —-1 = 0, ki ý = ], 
ÐĐ—.1=2,,và đi đến kết quả 
= p=lq=ñ,u=2, Ù =3. 
Thay đồi vai trò P.q và tt, Ð, và các cặp (p, q), (H, Ð) - 
thì được nghiệm (p, g) của bài toán xuất phát 
_ _ Q5), (5,1), (2.3), (3;2).- 
=2) (p—(q—1)=(u—1) (o _)=1. 
_` Trong trường hợp này, ta được p = q= ..2, 
3)(p — P) (q )=” 2, (tu — 1) (0—1)=0. 
Trường hợp này đã xét ở 1), khi thay đồi vai trò các 


_cặp Œ, 9), (m0)... * 


Tóm lại, trong trường hợp 2, tẤL cả các nghiệm _ 
ớ, q) của bài toán xuất phát là | 


_ (1/8). (5,1), (2,3), (3,3), (2,9) "a0 ` 

Trường hợp 3. Cô thề giả thiết pợ > 0, up <0. _ 
Thế thì p + qø <0, tử +> 0 và Suy ra chẳng. hạn: 

„P=—P`<0, „=—# <0, U =—ư<0,u>0 


__ và hệ (A) trở thành (B) h h II tê dc lÔU 


_+g =u?' 
với Ð,dg` H, ø` là những ,, nguyên đương 
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( 


Ì : | Từ (B) suy ra pq'—p` —g+1=u-- Đ`—t(0`+Ì,. ~ 
hay (p?— 1) —  =(n + 1), — 9): 


Vì p— 130, 1 — 1>0,u+1>0Ï — U` <0, nên 


. đẳng thức trên chỉ có thê xây ra khi 


¬x" ¬ “pm =1)(g#—1)=1—? =0. 
“Ế6 thể giả thiết chẳng hạn „` — 1 =0. Vậy p' = 0` 1, ‹ 
và tử (B) suy ra qg=u—-], với u nguyên dương, ngoài 
. ra ư >2 (vì u> p' > 0). Như vậy ` : 
p'—=1,gđ=n—1,u=n,ø'= ®@1, với n=2,3,... 
hy ST mm. | 
p==`1, q=†1—n, u=n, p= — 1, với n =2, 8»« 
'.; — "Thay đồi vai trò p, q, và ủ, p và (p, g), (u, ) thì 
T được tất cả, các nghiệm của bài toán xuất phải, ứng với 
trường hợp 3:_ | ' : ' 


| vời n= 2, 3,... MÔ (1D 


."ˆ=n, Ì ,g=—I {, cọ “- bú _ 


uụ>0,øp==— pˆ<0,p>0,q=-—d' <0. -- 
Hệ (A) trở thành l 2: Thy hong ti | 
Ty x : —<Š 
hay - ¬ ' HN p—u"': `0) 
° củ Ýdg —p=uu NGÒ 
_Vvới n, g, t% Đ là những số nguyên dương . 
Từ (1) suy ra.ø` = p@' + u > q“ _ @) 
và từ: (2) suy ra g` = uu'` + p> DU, ˆ (4) 
: Các bất đẳng thức (3) và (4) mâu thuẫn với nhau. - 
Ầ 


Sa 


Vậy trong trường hợp này, bài toán không cở nghiệm, 
Tóm lại, tất cả các nghiệm nguyên{p, g) cña bài _ 
toán được xác định bởi các công thức (}), đJ, AI), - ` 
118. Rö ràng mọi nghiệm của h i 
của hệ (ID. Đề chứng minh điều n 
aA + bB =M; cÁ + dB =N,ˆ 


ệ () đều là nghiệm. 
gược lại, ta hãy đặt 
. dÍ —bN s - aN— cM 
thếthA=—= “đỨ— 0N p_ 8N T— cĂÍ 
: qữ le dã — be 


Từ đây suy ra rằng nếu 3ƒ — N=0 thì Á =B=0U0,_ 
tức |à mọi nghiệm của hệ (ID đều là nghiệm của hệ (). ˆ 


119. Rõ ràng mọi nghiệm của hệ (1) đều là nghiệm 
của hệ (II), bởi vì chẳng hạn nếu A4 = 0 và PB =0 thì: 
A+B=0, . _ _ _. 


Ta hãy chứng tỏ rằng, ngược lại, mọi nghiệm của. 
hệ (ID cũng là nghiệm của hệ (J. Quả vậy nếu hệ qaU) 
được nghiệm đúng, thì ta có _ 

Á=—B,B=—C,C=—D,D=`-E,E=—A 
hay Á =— ]=C=— D=E=_—Á, . 
tức là Á = — 4, vậy 4 = 0, từ đó cũng suy ra 

,. #8 >=C=D=ÈF =0, kế N 
— 129, Rồ ràng mọi nghiệm của hệ (J đều lw nghiệm 


của hệ (1U) với mọi m. Đề chứng minh điều ngược lại, 
ta hãy đặt "”. | 


mA+D+C=E (0 
A+mB+C=Fr. (43)- 


thế thi hệ (II) có dạng E=F=G=—=0. `” 0) - 
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Ta _hãy đề ý rằng nếu m= 1, th E£=F= G; do 
đó mọi nghiệm của hệ (II) chỉ gây nên đẳng thức 
Á+ ĐP+(C=E0.. 
-và ., nhất thiết phải Bây nên các đẳng thức 
- 4= B—C=0. Thành thử nếu m = 1, thĩ hệ (ID chỉ là 
một hệ nã của hệ @), PHHND: Sa) tương đương với 
—.W vậy (ta hấy giả thiết m + 1, Cộng. các vế tương 
ứng của (l), (2), (3), thì được 
(m+ 2) (4 +B+Q= E+P 1, G. 
— Nếu mzÈ — 2, ta sẽ có Du 
Ha Â E +. *”+6 
` \A+B + c = Tm + 2 : 
Tử (1) và (4) (và nhớ TT m z£ 1), ta suy ra 
xa... (E~ SE x HH 
g4 m + 2 
và tương tự B = h=iC x=“~xnml 
AN + 1 t m + y) - 
Ả. ( _5+Ƒ cj 
m>—I1 _ m9 
Thành thử nếu  — E=G =0, thì  —B—=C =0: 
như vậy ta thấy rằng nếu m zÈ 1 và m =© — 2, thì các 
hệ (1) và (H) là trơng đương. 


Hai vi dụ sau đây chứngPtô rằng đẾu im = 1, hoặc - 


ĐÓ 


m = — 2 thì các hệ (D và Si không tương đương. 
Vi dụ 1. (m = ). 
_|# =0, #Œ+0+z=U, ˆ 
Ụ:= Ú, #+u+z=0, 
z# == Ú, + +U -+oz= 0. 


153. 


Ví dụ 2, (m =— —- 2) 


ni VN `. U+zm=d 
 . - -# — 20+ £ =0, 
KG. : L- .-* + 7... sỐ 


(hệ sau có nghiệm chẳng hạn z—.Uu=z = 1). 

| 12L. Cộng cả bốn phương trình. Của, _hộy, tì: Nền 
nhiên ta MƯỢC, | | 

+-+ Hi nai ca d). 


_ Lấy phương lở na này trữ cho. phương trình “thứ : 
nhất của hệ, thì tìm ra z = "#+C2e+ Tỉhn _ 


Tương tự, ta tính được ¿ Ụ Km: KT œ-8b+c+0)t : 


5=. T (@+b~3e+4): u„< È Ý @+b+e-Đ4). 


122. 1) Cộng hai phương trình cuối. của hệ, thì được : 
(bù +c)+z =Ù* + cố, 
và vì b + czE0, nêu # = ch? 
Tương tự tạ Mi Ụụ =2 —ca +? (t2; 
) SANG := a8 — dÙ + Ù3, _ 
“an Đặt 4£ .— 4 _ +» thi hệ phương trình có _ 
thề viết dưới dạng. _ 


(b + cỳs — (a4 + b+ 142 ca 
(c + d) s — (d + Ù +c)=Cc®—ts- 
lê cm ng c)z =a—Ủ. 


Cộng tả ba phương trình này lại, thì được 
(a +0 =b C) , =0. 
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Vìa + b+c+ (0, nên s = 0, và từ các phương . 


trình trên; tá siiy Tã | 
_b—d 


—_ €— Ù đi đ— C 
_8+b+C. a+b+ec - a+b+c 


123.. Chia cả hai vế của phượng trinh thử nhất 
`cho' ab, hai vế của phương trình thử hai cho œc, hai: 
“Vế của phương trình thử ba cho öbc, thì được hệ 


tương đương 


+ _g vẽ 

— + 2 ———, 

dđ b _ qb' 

EU 

ga C qc 

LÊ Tho ha Í 

b kề C bc h 


từ đây suy ra ` | 
Mi J.. Z l/c b q 
a -b C- 2 qb- (C bc /. 
_ # + b2+ @ 


2abc` 
Do đó : củ Ụ =Ì]= MỤC LÀN 
_ q q b b kề C Xu C 
—Ý6 +2 +(13  q _ —d2+Ð3+c? 


^qbc ằ bc _ Đưbc 
. — VẬY# = —42+bâ+-c2 _ 
" 2bc - 


_-Tương tự, tâ Số ‡ q2— b3 + c3, __ q3 + b3— c3 _ 
s. | .._ ĐŒC pm mm 


k 
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_ thề viết dướj dạng ph Shin ENUUNE trình tó - 
| qđ+ + k (s = +) — _ _ 
bụ + kặ—u)= + 
cz + k (8 — z)—= Fy 


` 


I hay 


(đ— È) z= p — ks, 
(b —k)u=q—k$, 


(œ—k)z=r—h, : 
do đó (vì — k> 0,b— k>0vàc— k> 0) 


p- ks ộ 
+L“E S -.=== 
=đ—k ` q—k ° 
U ¬"..“ —_ ks_ 
b—k_ bR 2) 
r kh = 
X⁄ = ———— 
c—k c— (3) 


Cộng cả ba đẳng thức này lại, thì dược 


Í 1 1 

[ l . b—k ti | HH 
¬ nà 

j. tp r c—k. : 
Hệ số của s là khác khỏng, nên từ đẳng tức nàỷ, 
ta tính được s, rồi thay thế giá trị tìm được của 3 vào - 
(1), (2), (3) thì tính được %, z, cụ thề là (sdư kbi đã - 

rủt gọn) sĩ , ¬ : ' 


+r{q—_Pp — 
1 - "+? tê 
han 1 1 | 
. b—k + —— 
Irt TT † E.ẻ'ề. 


k 


: da —k  b— k 

xZ = ——>---————————————— . 
c—k , ... Ị J 
IS "9=. sa. 


Đề ý rắng, đề hệ phương trình có nghiệm trén, 
chỉ cần giả thiết rằng a =E k, b + k, c zE k, 
"MT 6y cfyg#" " 
_:145. ĐặX =xz—l, Y =ự^~1,Z# =z — |, thì hệ 

đã cho trở thành -` _. 
aqÄ + bŸ + cZ =0, 
bX+ cY+ aZ=0, 
cÄ + aqY + bZ=0. 
Cộng cả ba phương trình lại, rồi chia cho a + b + e 
'(=È 0), thì được X + Y + Z=0.- 
Thay ⁄ = —(X + Y) vào hai phương trình đầu của hệ 
trên, thì đi đến hệ hai phương trình của hai ần X, Y 
| (a—c)X+(b—ce)Y=0, 

(b— a) X + (c— a) Y =0. | 
Nhân phương trình đầu với a — c và phương trình thứ 
hai với  — c, rồi cộng lại, cũng như nhân phương 
trình đầu với b —¬ « và phương trình thứ hai với e — a 
rồi cộng lại, thì được 
[(a—c)? + (b—«) (b—ce)]} = 0; 
[—c)} + (b—a) (b—e)] Y =U. ¬ 
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H 


Đề ý rằng ? | | 
(q—c)3 + (b—a) (b—c) = q + b2 -+ c2 — qb—b 
=~ [(@—b}? + (b—c}! + (c—@2]> 0 


€— €d'= 
vì các số œ, Ö, c không đồng thời bằng nhau, nên ta 
được X = Y=Ú, và từ đó ta có Z = 0, tức là - 


Š Ù mIỤJẽZz=Ì., 


126, Phép giải bài toàn 125 cho thấy rằng nếu œ,b,£ 
khỏng đồng thời bằng nhau và đt b+ c0, thì hệ 
phương trình đã cho chỉ có một nghiệm duy nhất ' 

4Ý =mƯỰ=ZỦ. CN 
“Vi vậy nếu hệ trên có một nghiệm khác không thì 
phải có: — hoặc ad = b=vt; — hoặc a + b+,c=(0.- 
Trong ca hai trường hợp này, theo bài toán 60, ta đều | 
có hệ thức g3 + Ù3 + cŸ = 8dÙc. — ` Nụ Ê c@p 


127. Cộng các phương trình của hệ, thì được _ 
| (2+ a) (x + +z)=lL+a qỒ, "`. : 
Từ đây tá thấy rằng nếu a ——2, thì phương trình () 
vô nghiệm, vàY "hệ đã cho vÔ nghiệm. 
Giả thử a #£— 2..Từ (1) suy ra 
| .1+ra+ d2 
: 2+ | k SÊ 
Lấy các phương trình của bệ đã cho, trừ đi cho phương ˆ 
trinh trên thì được : | hà " 
(a— 1) h ¬ ({—2) (+) 
2+: " 
- a—l - ¿ý : 
(a—10= ga ——: 
(a—1)z _(a+ Đ(4—1)- | 
' | 2z+(d _- 


z++U+= 
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Nếu a + 1, thì suy ra . j 3 | 
__q+1 1 (q + l (3) 


Bằng phép thử lại, thì thấy rằng đó cũng là nghiệm 
_của hệ phương trình đã cho. Nếu a = I, thị hệ (2) là 
vô đình Œ, , z tùy ý). Nhưng khi đó hệ đã cho thu về 
, một phương, trình # + ÿ + š = 1, 

Bạn đọc tự tóm tắt lại các kết quả trên. 

128, Cách ? — Lấy phương trình thứ hải trừ chơ 
phương trình thứ nhất, và lấy phương trình thứ ba trừ 
- cho phương trình thứ nhất, thi được 

| ý (b>—‹2) z + (b—a)  —0 

_ Ì (2—a3) z + (c—a) g= 9, 
hay (do b— ưa +0 và e— a0) 

ị (b+a) x+u— 

: (C†4) + =0 q) 

Trong hệ (1), lấy p' ương trình thứ hai trừ cho 
phương trình thứ nhất, và đề ý rằng vì c — bò =0, thì 
Nhiệt _ V©ieBÉC từ . ra =0, và cuối cùngˆ 

LÍ kj ra BỀN -=—— bã 'â : T H ? 
nhất là + — j — Bến 0, ú hệ Sẽ nghiệm duy 

Cách 2 — Đặt ƒ(ŒÄ) = xì 
Bản đa thức có bậc không quú 2 của đối số X. Hệ 
phương trình đã cho có thề việt dưới dạng 
đến 2 j{) = ƒ@®) = f() = q, : 
táo những tổ rằng ƒ(X) có ít nhất bị 

° : 4 | ‡ 
biệt X=a, X=b, ba n 
` f(X) đồng nhất bằng 0, tức 


+ ĐÃ + z, thì /(X) là 


' ghiệm phân 
Điều này chí xẩy ra khi 
ä có tất cả các hệ số bằng 
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lờ, thể áp dụng cách gi này đề Muớ mình 
rằng hệ 


dq— tị + đa +...-+ đun + z„=0 


đc #¡ + q ` Ta + ce + đaTa— + c0 2 | 
: “q + an 2 2a +... + ứn ta +. Ta =Ô. 
(trong đó d¡, d¿,... du là n số khác nhau) cỏ một. 


nghiệm duy nhất z¡ = Tạ =“m. am. 


129. 1) Cách 1 — Lấy phương trình thứ hai và 
phương trình thứ ba lần lượt trừ cho phương trình 
thứ nhất, thì được _ : SN, 

(b — 0) + (bB— đ) z — bề — œ ° ` 
(c — œ) t~+ (c3 — a2) z = c3 — a3 
Vì b—azE0 và c — 3:0, nên ta có 
{y t(b +‹)z=”2 + qb + œ đi 
'È g+(c+a)z=tC° + œ + d \ ng | 
Lấy phương trình thứ nhất trừ cho phương trình + 


_ thứ bai (hệ: (1), rồi chia cả hai vế cho ö,— c =0, 
ta được. : 
=a+b+c 
Mi giá trị này vào phương trình thứ nhất c của 
hệ (1) ta tìm ra ÿ : Sứ” + bc + ca). 


Cuối cùng thay và z vào phương trình thứ nhất. 
của hệ đã cho, thì được + = dqc., - 


Cách 2 — Xem đa thức bậc 3 của đối sĩ số X- ¬ 
ƒ(Ä) =X3—zX2—uX=—x. '. 0ˆ 
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Với ký hiệu này, thì hệ phương trình đã cho có ' 
thề viết dưới đạng ƒ(4) = ƒ(b) = ƒ(c) => 0. 

_ Như vậy ƒ(Ä) có ba nghiệm phân biệt VX=a, Y=b, 
X =c, thành thử (vi /(Ä) có hệ số cao nhất bằng 1) 
Mi (4) = (X—a) (X — ) (X— c)= | 
_Ắ=Ố1?— (a+b-+c) X2 + (œÖ --bc-+ ca} X —— qbc. (3) 


_ Các về phải của (2) và (3) bằng nhau với mọi giá 
trị Ä, tức là đồng nhất bằng nhau, do đỏ : 


- 8# = dũe, Ụ=—(@b+be+ea) ; z—=a+b+c, 
C6 thề áp dụng cách giải này -cho hệ tông quát 

| ' - đa¡ + G1Za + “..e.a TT rUN: tu = đŒ 

_#ị + đa +... + d3” rạ = dỆ 

: + dua E5 x- ý + an” Ta = đa, 

_: Với dụ, đạ,..„ dụ là n số khác nhau. ` 

| 2) Đặt X—=zx + + z; Ÿ=+z+b; I2 SE, 

thì hệ phương tr s› đã cho trở thành 

mi X +r HỶ + q32 = qÀ, 
X+bY+ b2 =—=b3, 
_{ X+ my +. = cả, 

Š “Theo câu 1) ta có : | "... 
Ä = dc; Ÿ =— (8b + be + ca) ; Z—a+bi+c 
Như VẬY: z—=Z=—=a + b+$; 

'„=Y— Z = — {qb be +ca+a+bde]; 

z=X— Y=ube + aÖ + bc + ca. 


Fủ 


“HE : 


.. : l | - š 
130, Cách:ƒ — Lấy phương trình thứ hai trừ cho 
phương trình thứ nhất: sau khi đã được nhàn với đ, 
_ lấy phương trình thứ ba trừ cho phương trìah thứ 
-nhất sau khi đã được nhân với d2, và lấy phương trình 
thứ tư trừ cho phương trình thứ nhất sau khi đã được 
nhân v2: đ$, thì được co đẾ ản -: 
(a— đ# ‡ (b— đụ + (€— đc = HT d co 

(a2 — đ3⁄z + (b2— đ3)g + (c2 — đ3)z =m2 — 
(a2 — đ9)x + (b3 — d3) + (GÌ — j3)z = mũ — d3. 
Trong hệ này, lại lấy phương trình thứ hai trừ -ˆ 


` 


cho phương trình thứ nhất sau khi đã được nhân với „ 
=e + d, lấy phương trình thử ba trừ cho phương trình, _ 


thứ nhất sau khi đã được nhân với c2-+ cd + j3, . 
thì được n. - | | : | 
(a— e) (a— đực +(b—©) (b— 8)  = (mẰ— ©) (m—) - 
ta-—e) (a— đ) (1+e+d) £ + (b—o) (b—d) b+c+4)  = ế 
—" =(m—c) (m< đ) (m +c+9 ~ | 
| 1ấy phương trình thứ hai trừ cho phương trình , 
: thử nhất sau khi đã nhân với b+c+d, thì được: 
(a— b) (q— c) (a —d) ~= (m — Ù) (nt— c) (m—3) 
- —Vi@, b,c, d là bốn 8Ố khác nhau, nên ta có. , : 
_ __„ (m_— b) (m— \) n— 8) Ñ- ... 
sờ “âu. (a— b) (a—°®) (a—d) 6) | 
BỀ ý rằng nếu thay a bởi b, và thay z bởi , thì - 
_ hệ phương trình không đồi, đo đó từ (1) suy ra rằng ˆ 
". sế (m — ä) (m® ©) (m— đ) | 
(a)(b—)(b—d)— 
“Tương tự Ý= (m— 9) (n— ĐC ¬ 
Ƒ dd : (cđ—q)(e—b)(c—d) ~ 
" (m — a) (m — b) (m — €) 
_ - td— a) (d ¬) (dđ—e) -... 


cỤ= 
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Cách 9. — Lấy r, $, f là n số tùy ý. Nếu nhan . 
phương trình thứ nhất với7, phương trình thứ hai với 
s„ phương trình thứ ba với (+. cộng cả bốn phương 
trình lại, thì được 

_ (R3-+ a3ƒ +/ds+ r) œ + (b: +- b2 + ñs + r)ự + 

+ (c? + œ®t+ c + r) z + G2⁄260006 206  = 

_ — m8 + MÃI + + r ` 

;„ xem. đã thức bậc 3 của đối số X: 
_ƒ#@Œ) = ÄX3 + Ä2 + sX +". 


Phương trình @ có thề viết đười dạng , 


` Á 


f()e + f() w + ƒ() z + ƒQ0a = Ƒ(m) () 

Ta luôn chọn được, duy nhất bộ số- ứ, $, f) (hạn 
đọc tự thử dại l) sao- cho ` 

ƒ() = ƒ() = f(d) = 0. _ 


Khi đá: phương trình (3) chỉ cờn lại bài số +, từ 
đó tìm ra được + 


_— Các đẳng thức (4) chứng tô tăng đa thức bậc ba 
f(x) có 3 nghiệm phân biệt X =b, ïX— c, X =d, do đỏ 
Í ¿*280478y2)306486l 
khi đó, " @) tạ suyra ` ~ 
| ~ ƒm) _ (m— b) (m —© (m — ¬ 
— ƒP) — (ab)(a—2)(a—d) `: -_ 
_ tứe là đRợc công thức (1) ở trên. - 


Hiền nhiên rằng cách giải này có thể àp dụng được 
cho hệ tông tự, gồm n phương trình của n ận số, 
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lầ\, Cách 1— Ta tỉnh các c định thức của hệ phương, Sẽ 
-_ trinh (bạn đọc tự thử lại). k 


L.4 
w 
_— 


c (0 —xq—Db)__ —; 
co, .. 4a-S34b — p) 0-9" 
`Dy= q—Pp_—__ p—1. 


@ — ®) (b— "Ệ Nn (aq— )) (a— q) 


_ Do-d, Ù, p, q khác nhau nên D + 0 và vì VẬY. hệ . 
có nghiệm duy nhất là ` 
_(@—p(6—9, va 0=p Œ=9 

a—b ` b—aq 


Cách 2¬ — Biều thức sau đây của đối số 'X | 
ng —M_ Bia: 1, v vệ SIÊU sở ..> ` Ti: 


*¬ 


| r2: b—X Tờ si 


sau khi quy - đồng mẫu số, rõ ràng là mọt phân thức, ‹ 
với mẫu là (—X) (b-—X), và tử là một đa thức bậc bai, 
-ƒŒ cô hệ số của X?'là — 1. Như: vậy 
`“... .ấ_ /00_—, 
«—X = T Ny (a—X)(—Ä) _ 
- -  Khỉ X=p và h X=4, mì về trái bằng khỏng, thành thử, 
xo l nh _ Z ƒ(p)= = () = . " 
Nói cách khác, X = p và X = q là bai nghiệm 
- của đa thức bậc hai ƒ(Œ. Như đã nói hệ số của X2 - 
trong ƒ(Ã) bằng — Ì, vì là» ƒ): = — lễ Đ r) & — q}. 
tức là ` 
"na _U _ l=— X- ) G0). ; , 
q— l b—X _(a—X) (—X) - vị 


4Á 


S4 


Tử đây có thề tìm được + r và Ụ. Quả vậy: HẠ cả 
-_ hai À của, (0 tới a—ÄX, ta được _. - 
| œn K~ 0, 


.# (—») (ta: lẻn Si =3 SA 
ca đặt x~“ thì được .. _ - TÔI, ` 
. =2 (a—4) —_ .Œ=Ð) (=0), 
_-«ố TT ứng... b, : 


z `. _Tương tự, nhân, hai vẽ của. kí) với b—X, thì được - 
| ụ : s Œ _)G=9, 


„ đặt X=b, thì PK, ¬ nh ng vã 


' vấn hì . _b—P) (b- = . › 0p, 
TA ng # : PEE Ey .. | _ 
_182. C6 thê loại ân số m và đi đến một: "hệ hai t, 


: vi : phương trình ăn SỐ # và ÿ; rồi - giải "hệ ấy. Cách. giải Thời 


| hoc này đòi hỏi. tính. toán khá. nhiều, nhất là khi. gấp mọi - ' 


- tương: Vy, gồm. n phường trình của. m ăn \ số. 


độ nMd bài toán 131. Ta hãy - xem. biều thức, aau: -đây ¬ | 
-._, đối số Xã “........ . `". 
" "=>. + HS _ 


Sau khi quy đồng mẫu số, biều thức: "này là một c 


nh _ phân thức, với mẫu là (q — ÄX) (bÌ— X (c: —ÄX), và th . 


_- là một đa. thức - -Ì ng bậc ba, với hệ. số của xs. „ — Ì. 
Như vậy ' c : 


8M TÊN Ụ NI: Xe 
_"=>¬ x _¬H 
` „ 


sẻ” 


14ỡ-- 


— theo giả thiết của bài toán, về trái bằng không khi 
X=P, A=g, A=r, thành thử ba giả trị LÑỲ là bã nghiệm, 
khác nhau `của ƒ(X). Vì vậy | 

(4) =— @Œ-p) (—n) 9). 


l6 #2. 3áu 


=_Œ—p ŒW~g) ` ` (p 
` (qG—X) ®—1) (—Ä) `. Nhu 


Nhân hai vế của vài với aq—Ä, ta được - 


=.. œ-p) (X—) @—Đ- 
"¬ (@—X) œ4): 


rồi _: X= = ta tìm được. 


— 
R 


Sa š te 
(a—b) (m©)~ 

_ (b—p) (b—g) 
_ (b—a)(bee `` 
.. (e—p) (@—g)(—r) 
| (c—d) (c—b) | 
Suy rộng z bài toán này, ta thấy rũng nếu đ, đạ,.. da; Ùy, 
bạy... balà 3n số. Ni nG: nhat, thì hệ phương trình 


Tương tự, ta có  = — 


} 


†m : : P .g + =.„ ` 
PmeEi 5 ng _— ñ, (Ìn — by , 
Ỹ XP ` : ra . P # 
t1 rÌ -+- . + = — 1, _ 
— bạ .dạ — Ủạ du — Ùạ ; 
+ đa. tí 
= "  ẽ7ằẽ7anc. 
qy—bn ` dạ—Pn đạ — bạ ; 


14G G 


có mội nghiệm dny nhất. ˆ 

(dị — —bj) (q¡ — Tản với — bn) 
(đi = q) ›..(đI ~a¡ _x)Œu “—ñt+ ;)...(~ea) 
z dị —— =2... n). 


chưng 


__ 83. Giả thử hệ phương “trình đã cho có nghiệm 
| (, )‹ Nhân phương | trình thứ nhất với b', nhân PHONG 
trình thứ hai với ‹ — burồi cộng lại, thì. được 


-{q” — œ'b)+ + (' — cb) = 0. — (T1) 
Tương tự, nhân phương trình thử nhất : với —d', nhân: 
phương trình thứ bai với q, rồi cộng lại, thì được | 
ì . (qb' — œb)w + (ae, — a ”c) =0. (2) 
`“ Nếu ›ab* — œb = 0, thì vì hệ có nghiệm, nên tử 4} và 


— Œ) ta suy ra rằng cb° —c'b = ac — dc =0,ˆ 
c3 do đó đĩ nhiên. ca 


@°(bẻ—b*c) +- b"(ca°—c 'a)+c"(aÙ' ¬ bù) =0. (°} 
Còn nếu qở'* — œ + 0,-thì từ (1)~và (2), ta có 
bơ — bộc _ €đ8— clq 


SP HỒ ` ab'— œb ` hưng T1 —tPb`` ¬ 
Những giá trị này. phải nghiệm đúng phương trình thứ 


: ` 'be©Ề—-b'c. Nụ —c'" g- 
ba, tức là qg* ———— -+-cr—0, 
` ab”—œ'b lm= q'Ð 


đẳng thức này tương đương với (°) 


Đề ý rằng đẳng thức (*) không phải là điều kiện đủ 
đề hệ phương trình đã cho có nghiệm : điều đỏ có thề 
: thấy ngay qua ví dụ: c0, q=b= q@€>= b` =c° —„ V 

= q=.b»== =9. 


1 


bì 
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— 184, Giả thiết chẳng hạn db' — œb + 0. .KN đo phê | 
PHÒNG trình đã cho có thề viết dười dạng - Tế sy 
_ qz + b = — (Cz. - `. 
đo, = Ìa+ sũ b*ụ= “ Tà | 
Vì ab' — b0, nên như đã biết trong phép g giải hệ 
hai phương trình với ần số (z, 9), ta thấy rằng. TS xã 


—cz b 
`. ^. —=£'z ¡Ð z(bc` — b'e) 
qb` — d Ìb ab' — œb 
q —C~ Z h 
Ụ = đ ii _ z(cd — có). 
gb — đb, Xi = TU. 
ĐặU TH an - _- ... 
| nh . - @Ð— @0br mô 
vơi f là một. số tùy ý thì đượp = No = môi 
pieseeeve t(ab' — _#b)... DU: . 
' `. .“ | 
kẽ vệ 4„—. Tạ ]=— ê J1 =đạ. 
báu hà gÉe: do đớ. | „ | _` nà % 
c= ta + K6 + ««- + đa = (đ; +q + s..„E an) +. 
sở 1ƒ, 2b: fftsbuse-4 b„). | = 
c—(n1¡++ . báu) - 


Í = 
Từ đây guý ra bm+bạ + = . 
và tỉnh được 4 212,.‹ Tn«- Điệp SN và 


F 


8 


186. 4) “Cộng các phương, trình của hệ đã cho, 


thì được: 


.E u) = Ï +2 + ¬.. n : 
n(n + St TP 
ă 2 
` SP KP AVAQSI 5a Ủe Nà | n(n+1) - 
dođe - g8 «#8 ng 


Lẩy ĐH NG. trình này, trừ cho phương trình thứ Ä 
(k = 12 2,..., n) của hệ, thì đi đến đáp số. 


Tà 9 vu _n(n+1) k=1 2. 

_ #*“ Ị 

b) Theo a) ta hãy cộng các phương trình của 
hệ, thì được 

T¡ + (1mĨ) (T\ + Ta + ‹s- + Xa) n _ 

Ề —"6.9 : —@) 


2 


¬ ˆ 


- "Lấy phương + trình này trừ cho " Si lần phương. 
“trình đầu của hẹ, ta được 


n2 


TUỤ 


¬ Ẫ : ' 
— (n—l)= — n+2 „To : 


h 


—— Mang giá trị này vào › phương trinh. (1), thì đi: đến 
— trình Ti + 1y + .›; + Ta= 


Tà. —=]“ 


.— 


xi 


=-! Ủụ tiệc “1+ = 
` "ni 


Cuối cùng, lấy phương trình này trừ cho D9Y B6 trình x' 
thử &k ự = 2, 3,.,, n) của nà, n được ` - 
S= § —— k (F == 2) h) 3... 11) | 


: \ + A_.__ s) 
Thành thứ +; = xe Ta 


Ta — — 23, đ —(n=U. ` 


san. "Cộng phương trình thứ hai với phương trình ` 


+z (b3 + c3) 


thứ ba của hệ, thi được z = 1 
ứỨ Ệ PE @) 
Tương tự, ta được ụ= TY NGHÌN, ẻ à- (2) ` 
—_ guy (4848) TÔ tốt Tớ N 
lu 24392. `. là 


Từ đây 1 ta 'thấy rằng riếu chẳng. bạn : z= 0, thị _ 
z~zụz = 0, vậy do (2) và (3) thì có  = Z = Ô. TẾ 


Thành thử ta hãy tìm. nghiêm Œ, th 2) với = NT 
 +£Q, Z + 0. Nhân các về tương ứng của (Ú), (2), (3); : 
| vời nhau rồi đơn giản cho + (=F 0, thi. được Ẫ 


"ã ụ2z2 (a2 SE b2) (b2 + (3) (c2 + q3) 
#7 (6 2 —>——————- 
PB - 8àtb+ct 


`. + _9V5 q2 - 
YOU PNỢCˆ c"AP ÓN (— h2) (b2-+ (3) (3t +) 


Đề ý đến q), @). @), tạ kết luận râu hệ Ệ phmonẽ 
trình có bá nghíệ DẪN 
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) z=8 V cam] tổ rỡ c3)” 


2(d2-+ €2) —; 
-(2+ xế Luấu cac 


š vœi m (C2 + 05)`- 
2(b2 + (2S 
( (œ2 + b*} (a2 + +Ø)' 


Ụ SA b2 /(— 2@+ 3) _— : 
... V (b2 + a3) (b2 + c3) 
"= -..:..a 

| (c2 + a*) (c2? + bˆ) 


138. Đề ý rằng nếu chẳng hạn z= Ô, thì tử bai 
_ phương trinh cuối của hệ, ta suy ra ¡Hi ống 0. 


cinna 


\ 


F4 


'Vi vậy ngoài nghiệm + =  = z =Ú, ta hãy, tìm. 

e nghiệm (+, ,Z)-vời z 0,  ®©0,z +- 0. Chia hai vế 
của phương trình thứ nhất cho g=, bai về của phương 

- trình thứ bai cho +z, hai vế của phương trình thứ ba 


cho Z; thị-Äug6 P + —ẨỂ—=9d; — Ta : : 
`. sử + x 
_q b lG. 
vn — = 2ƒ, ' 
s1 ẴẶ.. 
n đây nìn ra để đàng F›DOskii e + ƒ) 
b | 
„ ¬. $=d+eef 
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Thành: thể Xới: điều tiên ` 


— de + +0 dọc cà d4 ecC Ƒ 

thi ngoài nhà = SẺ È = =9, hệ còn Gỗ: ly ME E 
— Tung b- ¬~¬ =-- 
Mạc P027 DẦU tT | “7m... 

"189. Đình - yiương "bai vế của nhương trình thứ 
nhất, ta được 43.32 1-02 = @2 + 2q0 + b2 
Sứ dụng phương trình này cùng với phường trình thứ. | 
“hai của hệ đã cho, ta được xự = dỦ. 


J —= 


Mặt khác vì củ USg £ b, nên theo kết qua của ¬ 
. định lý Viết ta thấy ngay răng nghiệm của hệ đã cho là. 
( =q 1 =m Ủy | 
,lự=b Đn n  ạng : 
_Đề ÿ ¿ rằng nếu thay thổi — và b bởi” —" „ TRỤ 
từ kết qhã trên sủy ra rằng hệ phương trình - 
: Thờ, ZỖ( g— g= a— bị. #ong lệ 
TT x.... | | 
(r=n.. „.- 


cô nghiệm. : cÁ g= b 


ụ=— 4 _ 
" 140. Rõ rùng nếu dd = Ù, thì ,—= = số tùy ý đại 
_ nghiệm của hệ phương trình đã cho. | : 


Ta. hãy giả thiết a 0. Khi đó +œ z° , và phương ` 
-_ trình thứ hai của hệ (z — ) (+ + U) = (a—b)(a+ b} 
tương đương cởi 'r Íc  =a + Ð. Kết hợp với phương: 
_trình đầu của hệ, la tìm được nghiệm # = (, ÿ = b.c 


Đề ý rằng nếu thay bởi — ÿ và thay b bởi — by 
thì thấy rằng hệ phương trình z + ÿ = 4 + bị: 
+2 —'J" = q? —, xÙ có _nghiệm như s sau; TÔ 
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—_ nếu acc —b, thì đ—=—= số ty % -. 
— nếu é zE— b, thì # = q, U ũ. ¬ s 
HẠ, Nếu d+ b= 0, tức Tả nếu aqa = —Ù. chì 
¿3 + b3 = Ú, và rõ ràng # = — Ÿ = số tùy ý là nghiệm 
_ của hệ phương trinh đã cho. .. thất dióN, Á 
_ Giả thiếta + b 0: Khi đo + + >0. Lấy phương . 
-rìinh thứ hai chia .cbo phương trình thứ nhất của hệ, - 


:' thì rõ ràng hệ phương trình đã cho tương đương với hệ ¬ 


(zrUu=n+Ù ¬.. `" <6 .... 
| xì +2 — + + 1ˆ = a2— qb + “- vẽ (1) Thun Ô 
¿Trong hè (1), bình phương bai về của' phương trình thứ 
"¬ nhất, rồi trừ cho phương trinh thứ hai, thi đi tần 

z1 =qÔ - ` ˆ 

Phương trmh này củng với phương trính đần của (1). 
-_ chứng tô rằng +, tà nghiệm của phương trình bạc bai . 

_—— #2—(n+ b)X + ab =(X - a)(X— Ð) =0 —- 

Như vậy +== a, U=Ð, hoặc 1' = Ö,  = q: | 
` Đề ý rằng niểu (hay ý bởi — ự, Ð bởi — ở, ta thấy 
_. rằng hệ phương trình + — = d——Ủ; xề ~¿ =rtdt—bt. 
- có nghiệm như sau: „ ¬ ¬.... 

Sấ — nếu a = Ù, thì + = ý — số lùy Ỷ, lổ 
— nêu qạ + b, thì # = q, U '=  Ö hoặc Ÿ = — ÖÒ, 
g=_-dqd.. ` N * ý vi 
142. Phương trình đầu có thê viết đưởi dạng ' 
Như vậy phương trình đầu của hệ đã cho được nghiệm 
„đảng, nếu lấy t=f + œ =—=£fÐÐ : 
..@ p2 th Đo .. (1) 
__ với là một số tùy ý .~. Am | 


TỶ 5 


Ta hãy chọn £ sao cho các ` giá: trị %9) của , Tã 
nghiệm đúng phương trình thứ hai. Muôn vậy ta phấi có- 


' (9P + + BỊ = dỗ ấn 


hay khai triền về trải, rồi rút. gọn lại SG TH 


22 + 34 + b) 1 + 3(a2 + b3)] = 0. 
Từ đây ta thấy rằng | 
{. hoặc f = 0, tức là +'= q,W b. 
. hoặc 2/2-L 3(a-+ bì! + 3 TT h) = 0, @)- 
đây là một phương trình bậc hai đối với 1, có biệt số ¬ 
%e, + b}* — - 4(0 T hộ, =— 15(a2 RP 0) + 18a = =“ 
=— B(a2 + b3) — (84- — 18a +. 9b3) Q 
= — 6(02+ b2) — 9(d - —bJ <0 ˆ_ 


tiểu q, Ũ không đồng nhất bằng không (nếu q = b =ũ-‹ 


_. thì từ (2), suy ra f—= Ö và trở về, nghiệm trên). Trong - 


trường HỤT này, phương trình (2) không có nghiệm. . 


“Thành thử hệ phương trình đã cho có một nghiệm : 
- duy nhất +. = @, † Ụ=b. 


143. 'Bình phương cả hai vế của phương trình thứ 
nhất, ta được x3 -+ J? + z2 + 2(ụ +ựz + sz) Ì= | 


` s88 $3 .): ÄEE-k la AÓ | 


- Từ phương trính này Ýà phương trịnh thứ hai; t any 
I!A — „8 + Wz +! Zz = 4b + bể + ca, 
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. Đề ý rằng (xem bài toán 34) ~- 
(đ+ +9 =az* + 02t z3,+ 342)( +71. 
+ + z) + ZđŒ—T w)]-t AxUz =. 
Và” +Lz3 + 3224 + g2 2—) Ð Đs 
+ gœ+.+ g +7—U) +4 + 9 T z—#)] + Ècuz= 
Kị-X-2./RÿWSIỀN tiệc 2) =4, 2 .. 
g2(œ -+u+2)— ” TT z2(+z + W + z) — z*] + 0+z = 
hư — 2+z°+g` + z3}+3(42+ ?2†?7) (œ + 9 + ?)+ Bzuz 
do đó (g + b- + e# = — 244? + b? + 6) 1 
| _ 3(4# + b>? + c?) (4a +: b +) + 6aÚc. 
Sử dụng hai đẳng thức này và các phương ' trình của 
"` hệ đã cho, la suy rA CỤ2 — —' qbc. 
` Thành ( thử từ hệ đã cho, ta súy ra hệ tương đương. 


_(xz++z —=a-+ b+c tớ 
zJ + gr+zz = qb + bc + cú. q_ 
_ #Iz =.qbc 


' Ta bấy: xem đa thức bậc bạ của đối số Ế 
--fX) = X—>) đŒ—0 KT. 
Khai triển vế phải, thì được ˆ : 
ƒWJ—Xt— (++u+z)ÄX2 + (sg + là + 2) X— zựz ' 
Nhưng, do (1), ta lại có. | 
ƒŒ) = X?—(a + b + e)Ä*— (ab + bc + cayX`— qbc = 
" = (X—a) (XT—b) (ÄX — ©.- Si 
Như vậy, từ (1) ta suy rarằngZ, g, z là ba Liều 
- “của đa thức bậc ba ƒ(), đa thức này lại cớ ba nghiệm _ 


là a, b,c. Thành thứ, nếu không kề thứ tự, 4h nghiệm 
(tt t}a 3) của hệ (1) là (da, b, c). 


Ban đọc hãy viết ra các nghiệm cụ th, . 


11, _ Cộng cả ba dang trình Jni, thi được. 
| (r†+tự tt) =sa3 + DA + Cả,. 
Vậy cU hướnG | van TP TTE. 


_ Sử dụng phương trình. TY. và CúG: _phươn, trình 
của hệ đã cho, ta Hà đến Nghiệm của: Tệ 


he ` ga ˆ ° _—- q 
._Vd+ b1 + c3 va?+ D33 cA 
M | ÿ* _. hs : = cG lộ. 
- J^= TC EE==S vs 
W4 + b2 ¡Ổ vư2rr b2 +: 
~ò ... L- ` 
~.. TT hp ng 
VăŠ — D2 + c5 ' 


Mã Hệ phương trình đã cho có. thê: viết đười dạng. 


\œø+ „) ứ +7) m8, ^ " 
ý (+ 1)(U † z7) = Ù.... ( 
h7 E1) & T1 Lệ: HIỆP 
“Nhân. -e lên phương trình (HUY: lại, rồi lấy cần bạc ` 
Š tui, tạ lược (tt E0) (U + 2). +:#) = 3 vaba,. 
Sử đụng phương trình 'này cũng. với các ch trinh 
của hệ (, $a gi đến - l 


— +Vnbc - „®' 
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Ở các về nhấi của hệ (), ta lấy đồng. thời các đấu cộng, 

“hoặc đồng thời các dấu trữ. Còn cả ba Ji trình... 

của hệ (2); tR được : | 

:— + VaBe (La ị }- 
( 


¬....nn +3]. 


_ Sử. dụng ` phương trình này cùng với các phương trinh: 
của hệ (2), thì tìm ra. | 


“na... 

ca đÓC +? z* 

SE INEE-: q b--‹ 
có vaBc (1 1. =Ì, 

3 na b cj. 
+vap (1 1L _Í 


ở các về phải, ta lấy đồng thời các đấu cộng, hoặc đồng | 
thời các dấu. trừ, 


146. Nếu: n=2, thì hệ Tin trình trở thành. 
--=. ) 
+ + 2; L, L 
bảy là mặt trường hợp đặc biệt của bài toán 139, với. 
_b =9. Áp dụng kết quả của bài toán ấy; tá được: 
° "-- của Hệ (1)ˆ như sau # = a, = Ö và :—=, =ứŒ.. 
_ Nếu It = Š, thì hệ phượng trình trở thành 
7 12 + *ã + #a —=Œ, 
là 3 + Tạ + đị = = HIẦY. 
+3 + + + x = q8, 
: Đây cũng là một bông hợp đặc biệt của bù?' toáh 189, Ẫ 
với b =-c =0, Ấp dụng kết quả của bài: 'töán ñy, tr 
. được Zz = Liuệc miên ;=0, †— 
ø=W=U,z= 


". 


Cuối cùng, ta hãy xét trường hợp n > 4. Bình phương. 
cá hai về của phương trình thứ hai của hệ, rồi trừ đi: 
_ cho ,cáe về tương ứng của S PHONE trình thứ tư c của hệ, 
ta được \: 
W2 + 1/41 +. giÝ z +. sứ g$ x9 4... . + 
Đẳng thức này chỉ xẩy ra khi 
#v#ạ = +) — .„ = Xị1a — T412 —= = ttn_—i sa = 0 
hay tri; —0 Œ HỆ Di ly) S Âu yên nỗ: 

Như vậy trong ñ SỐ tị, #a..., Tu TH thà Sở hai số 
hạng khác Ö; nói cách khác lrðHZ ñn số ấy, phải có Ít. 
ˆ nhất n— 1 số bằng 0, Có thể coi rằng - Ẫ 
dạ —— dị T= am 1a = Ú, Bà, _2)- 


1 -—Í{}. 
n—1 'Ÿn =0, 


thế thì từ phương trình. thứ nhất của hệ, ta được. .. ` 
sa _,. bu ' @) 


Thử lại, ta thấy rằng các giá trị (3) và 6 nghiệm 
tất cả các phương ' trình của hệ. _ 
_.. Tóm lại, ta thấy rằng tronø mọi trường hợp le = 
n=ä hay lì 2> 9 hệ PHẾ he trình đã chọ guÓ Nghiệm 
như sau : 


— Nếu q= 0, thì hệ có một- ndhiBñt duy nhất 


L 


_\ _ đị ty =a = 8a =Ũ; 
NO Nếu a E0, thì hệ có ñn nghiệ¡n, mỗi LghiệK là 
- một bộ số (4q, 42;-:s; ‡tn ) trong đó có một số nh d, VÀ 
các số còn lại. đều bằng không. _ | 
147. Bằng cách cộng các, về tương, Ứng, và trừ các 
vế tương ứng của các phương Sảnh của. bà đã. chọ, ° 
đi đến hệ tương đương - , 
(4) nh — tự + #9) = +0) (t+: Đ 
( —) (2 + #u + 12) = (# — W) (a¿= ®) 
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Tu hãy xét 3 trường BỢP ‹ : 

].+ = J- Phương trình thứ hai của hệ (4) được | 
¡ghiệnI, € còn phương trinh đầu trở thành Ấn 
Ta 2x2 = 2+(ä + b). | 

_Đã đó tả, được # = U = 0, và còn có kết quả : 
Nếu „3+ b >0 thi a = ý = + ví -+- b 
-TÍ, z =— J, Phương trinh thứ nhất của hệ (41) đước - 
ghiệm, còn : phương trinh thứ” hai trở thành: 
2+2 = 2T ái —bÙ).Ò 
Do đó ta được # = ự = 0, và CN CƠ. kết qui 
- Nếu œ—.b> 9, thị r——U= '+ và—b.. 
TH. z E+—: Khi đó hệ {A) trở thành 
_§x2—zu+2?=a+b 
ì +? + ZU + ` =qa—b, 
. Và đề ` thấy rằng hệ này tương đương với 
(x + u)* = a— 2b 
(z —- * = a + 2b. 
Theo giá thiết, ta có + + Ø 2È 0 va. — Ự „ Nhự 
_ vậy phải _ có các điều kiện ` 


, _a—3b>0U và +30 
hay  # > 2|ÒI. | 
, Khí đó z++ụe==svwa—2b 
: Z—=ð8va + 25, ° 
với ả, Š CÓ thề lấy các giả trị + 1. Từ đây suy r8 


.=+(vr=3 3b +8y# + 2b) 


U= Tây va—2b — §vâ +?) 
_Việc bà) tắt kết quả đành cho bạn đọc. 
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. táỡ. Tn hãy dàL ủ== Tự, D= # tự ( 
giá thử đã tìm được n và 0. Thể thì - hà 
"(+ + g)? = 42 + Ụ? + 2YU = 04 Bù. 

(+ - ~ # = #2 + 2 — -9rụ = 0 cỐU,. 

Từ các đăng thức này, tả thấy rằng đề tàn) tại + ` H, 
thì # VÀ U phải, thỏa mãn điều kiện .ø'>-3 Nài | ®) 
"khi đó z + J=zvÐ+ (an Ụ == Bvn —32u, " 

với œ,ÿ lấy - ý các giá trị + 1, và ta được 


ca mì „ (SP b+ 2u + -svP=%) 
" @) 
".. .. | 


tức là ta được bõn nghiệm @œ 9)- 
—, Với cách đặt, (1y; hệ phương trình: đã cho có thể Viếp 
__đưởi đạng œ® ( + n)= dể; 0m (0 — H) = b3, 
* Công eä hai phương trinh lạt; thì được 
2m+1! =— g8 -+ h2 


¬= 
Đg _ /,a3 -+.b^ \®+L 
do đó 2. ụ -( % 


Còn nếu lấy phương trình đầu trừ chơ phương WW 
thứ BỤ thÈ, ta được. 2m = Œ2 =— Ù4,. tử "mi 


( — bạ) (a8Á€ÄđÄ‡S 
ke ` 


: AI, “hy 6+ ĐA 2bê< b2] 8) 


đã cho CỔ nghiệm. 
e thỏa mãu, khi đó 
vào (3), sau vải 


Thành thử bệ phươ?ÿ --. 
khí và chỉ khi điều — `. - 
lay các giá trị và ø đã BH SUẾU 
phép biến đồi, ta dược *. 


2 
: a + b2 . 
„ẽ ti? ]Ô (+02 
—-— , J2 —_ vi lên 
-`x (aväa5~b? + BV502—42) 


` 


1 2 
b | : d3 + ĐẠI 1 s | 
_W=> 2 (m4+b?) }) ` ~ : 


x (ay3a3—b3 — ÿ v3ab2—2). 
Đề ý rằng điều kiện (4) tương dường với điều TP 
—_ g2 — b3 < 2g3 — 2b3 < a2 + Ù2, 
Tu .. a1 — b2 > 0 xà 3b23 — a2 > 0. - 


l 


149. ,Đặt ? — œz © DỤ = Cz, 


thì — 'ư=  ,U=-zr= 
. —Œ Mã ng bẻ C Ñ 
Mang các giả trị này vào phương. trình đầu của hẻ, 
: | § 


ta được -= 3 —— 


+—E=t, 
t 


từ đây suy ra £==aœ + b + c, và do đõ 


"“. `... ..... 
“ao b— : 
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146..T7a hãy đị( u= ta Ð =3 +.12, (1) 
Giả thừ đã tìm được ứ và 0. Thế thi 
(Œ + )* = #2 + t2 + 2rự = tt 2u 
(ừ -~ )Ä = 42 + 02 — 23x = ứ —u, 
TẾ các đằng thức này, tá thấy răng đứfồn tại + và , 
thí u và ơ phải thỏa mãn điều kiện >2 [ul @) 


khi( đó +x + Ự=svdb+ 2H» + — U-=fyÐ —3g, 
VỚI a, 8 lấy . Ý các giá trị + Í, và ta được 


+== Ề (+xvÐ +28 + ñvb== 2n) 
"¬ ¬ @) 
tj == 5 (œ Y U Sổ 2u —By0 —— 2u}, | 

tức là ta được bốn nghiệm &, LP 
_ Với cách đặt.1yhệ phường ( trinh:đã cho có thề viết 


đưới đang: Df*Ệp -+- HỘ = n2; U®'(0 c> t) = bà 
Công đề: bai phương trinh lại, thì đượơ 


2gm+1 — g9 +2. 
2 h3 \m‡r 
do đó. U = (? m 


Còz nếy lấy phương trình đầu trừ cho phương triầ1 
thứ -BàE. thị'ta dược 2u" a2 —— Ù2, từ đây SHY „p 


— q®#—ÌA Ÿ 1 _ (@ — ba c‡ Hình 
“= 2 +} ` =l+m){ 2 j 

' Điền điện (2) trở. thánh 

Lm Lai 


hay œ2 + 2> 2ê— DỊ. — @) 
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Thành thử hệ phương trình đã` cho co nghiệm. 
khi và chỉ khi điều kiện trên được thỏa ĐI40, khi đó 
thay các giá trị ä và ø đã tìm được vào (3), sau vài 

" 


phép biến đôi, ta được 
: : m-+‡{ 
t1 || 2 ho (+Ð) 
` (aviu2—b2 + øv3b2—a?) 
. ". T 
` 1 |/ø+ DA"? 1 
ch? —2 # ` (a2+b3) 


- — x (aV3a?—È3— § v3b?—Ù2). 
Đề ý rằng điều kiện (4) tương đường với điều kiện 
| — a3 — b2 < 242 — 2b2 < œ3 + b3, _ 
hay .. 3ø1— b2>0 và 3Ù3 — a2 >0 
149. ,ĐẶt f — œz =+ bụ = Œz, 


thì _) 
. —q 
Mang các giả trị này vào phương trình đâu của hẻ, 


ta được -Ê „ -Ủ LÊ 1 
_ ỉ £“ ä 


từ đây suy ra f==đ + b + c; và do đồ 


s=Thiu= tt ,„= 8h 
LG : —a 
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150. Từ các hệ thức Việt cho phương trình bậc 
hai, tạ suy ra ˆ 


zy†+:đa¿—= ——;  () Zaà =—¡.  @) 
đ- q- 

#+†1; = — ÏÌ = (3) T;Tạ = + @) 

#z+yạ = — L- " (5) EaZ\ “== _ () 


Tử.(2), (4), (6) suy ra. 
(+t12?;)° = ị12.Ta.-;.EeT;,— 1. 
Như: vậy øyzx7; = + Il. Fa hãy xét hai trường 
hợp ãý. | _ 
_ 1) #jzzr; = 1. Thế/thì từ (4), (6), (2), ta. được 


Đó mo: ` 1 tà 
| ¬_-. 4m.  EbB 
"..'..... 
` đạn CC 
Mang các giá trị này vào (1), (3) và (5) ta đi đến 
Tị Tạ ==— f+‡; 2}: = — [T¿j 1;+1) = — Í®y, 
l + f0) xi7 —; _ 
n`/ q +a=— 0y 
(Ủ +4; =—1e : 


Nhân cả ba đẳng thức, này lại, VÀ. nhơ rằng 
+zzE; = Ï, thì đi đến. đẳng thức (1+-/# =— {, 
vày Í+f = — Ì hay ¿=—=— 3. Mang giá trị này vào: ()› 
thì được 
4 = 1 = ửy, 
mà #2z7¿ = Ì, VẬy +ị =+¿ 1y —=Í, từ đây suy ra 
a==b=c. 


162 


“” 


2 T112. =— 1. Cũng như trên, ta suy TA, 7 


- mang các giả trị này vào (9, G), (), thì được _. 


`. 


Ẳ œ 


#i Ta = = Í11; Z;+#; = ưa ï : +;†-# = = Í+,. 


‡ 


` _@—0z=—m ]} - .— 
" “hay — (I—z =— x @) : 
A -q=~Ð hư G: z 


Nhân. cả bá tiẳng thức nàý. hại,: vả, nhớ. râng- 
'hườn = = 1 ta đi đến đẳng thức (1 —; #*>——1 
_:hay 1 —t - vậy f =3. -Mang giá \ trị: HAY vào (®) 


_„ C9: 4 —= Tạ = 1s mà +17z7Z: —= — Ì, YẬY 


#— đạ — 4, — — 1 từ đây suỹ ĐA,d = Ò— €c " 
: Thành thử lời-giải của bài toán bh . 
¬. `. te@£0 2 


_151. Bình phương cả bai vế của Xin trình {nữ 
_ nhất, ta được đ2—2z2+3+z2+2rg+2(x+g)z ˆ 


Đề ý rằng Z+t—a— z, và sữ dụng các phương ọ 


_ trình thử hai và thứ ba, thì đi đến 


—1. 1... : 


_ hay - _ q3 = ÌA. + 2q, : 
P ì Vậy =" - =...... 
_ da 
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Từ đáy tìm ra +, ÿ bởi các hệ thức.. 


-___ @ + ÙA. 
th s2 cm ( — x — 2q ` 
(a2—-b2)2 - 
: Tan 


d2+b2^ . v10 q2Ð2—3a4— 3b+, 


Mâm nh = _ảng r8m 
IREE (+? +Y 10 02b2—3q4— J4. N 
xa. n 7 3q 
q2 kệ b2 


“” —— 
ŠÖ. 


' Đề +, g,z, dương, cần phai cà. 
q 


to >0 Tháy, ca > 0, An: qa > 0, vời điều kiện. | 
này thì + và dong: bởi vì +0 > 0. Từ điều kiện | 
LC C N HH ă Ú, với ' a > 0 ta suy ra rằng a2 > bà, 
=:| 


2 


hay - to a>|b|. _ 3m. 
— +2 Đề # + ÿ, ta thấy cần phải có lát 
` "10 a2b2—3q4—30* >0 2) 


Đặt = L— và, „ thì theo ít), ta có 1> £ 3> Ù, và: có qhề 
đi 


: >è | 
.viết (2) dưới dạng — sự - 10/2 — 3 > 0, : 
hay, phân tích vế trái thành thừa số ˆ 


36+ v3) (t tóc Kế (9). 


Vi L> Ú, nên í + Vũ >0, $ch >°® và vì <Ì, nên 
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Kn (—Vv3<0, và › bất phương trình (3) c dữ NHỆ 
1 


ð:ƒ sẽ c== >0: _ Như vậ 1>f> 
ơi #5 > Ỷ TT 


| “hoặc (nhớ rằng > ()a > ịb Ì> SN 
15. "Bái toán quỷ về phép giải hệ ĐEMUHE trình 
| l8 070 C02}, 
1a + Tan == 2 
“ +a + T‡tzt¿ = 2 
ki -+ .L1-FaTa — 3. 


q). 


Đề ý r ng nếu #; = 0 thì ta sẽ có 


To: PS, S< SG Tạ =—= 31: — 2 


_ 


điều BẤY: vô lý. Vì vậy + + Ô; và vì vai trò của r. #a, 
+ #4 là như nhau, nên ta cũng có +¿ E0, z; E0, +¿ +0. 
_ Thành thử nhân phương trình thứ ¿ (t 1; 2, 3, 4) 

của hệ (1) với a¿ thì ta được hệ tương đương ˆ 

át + Ti1aTaT¿ = 2r¡ (Ì = 1, 2, 3, 4). 
Đặt p = AyTat, thì rõ ràng mỗi +; là nghiệm của 
phương trình bậc hai x3 — 2+' + p=0, 


Như vậy mỗi z¡ chỉ có thề 


lấy một trong hai gì tri 
1 + vĩ—p. 


L 


Vì vậy chỉ có thề xảy ra trong ba trường hợp 
sau đây: _ 
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1. Cả số bốn x¡ đều bằng nhau, tức là 
đị 1= 2 = am 
Khi Hết hệ phương trình q) thụ về một phương trình _ 
- XÂV SÁt hư 
"hay 'Œ —1) (+ t +3) = 
Vị £@ + bề 2 ={ + 3rí BE ĐC Ú,. nên ta phnải có 
c1, 'tức là Iị = fa =iy `. 
⁄⁄9, Trong bốn số +¡ chỉ có bả số bằng iftait. Có thê 
giả thiết vị —= x;= 1; mức. _ 
_ Hệ phương trình (1) trở thành. 
h Âw 
_ t3/lgOA)PEnT %zx 
L ấy phương trình thứ nhất trừ cho phương trình thứ 
bai, ta được (t — f3) + (#— 1) x¿ =?0' 
hay —_ 2 —]) (z—Ð = Ú. 
Vì 4 + í, nên ta phải có 2 = 1,Do đó:: 
-- hoặc / — 1, từ phương trình thứ hai của hệ 2) | 


ta suy ra z¡¿ = Ì, nhưng điều: lu mâu thuẫn với giả _ 
thiết ? =E Tự. 


..— hoặc #—=— Il,từ phương trình thứ hai của (2) ta; 
suy rad¿ =3. - 
Vai trò của bốn số +;¡ là như thế, "iễn trong trường. 
hợp này ta đi đến kết luận: trong bốn số #i (Ì = I, 2, 
3, 4), 3 số bằng — l, số còn lại bằng 3, _-- So 


3. Bốn số #¡ lân thành hai cặp số bằng nhau, tức clà 
d chẳng hạn +- :Ế E Ts =1, =‹1. 
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Khi đó hệ (1) trở thành . _ 

ft + tu2 =2 ) 

Ộ ¬—-..._... 
Lấy phương trình thứ nhất trừ cho phương. trình thứ 
“bai, ta đi đến (f —-1) (| — fa) = 0. + ¬ ` 
-VỊf =s tu, nên fưứ = 1. Đồng thời trong hệ (3),- đấy 

phương trình thử nhất cộng vời phương trinh thứ bại, 

đa được. Tê (Ì + œỳ (1 + tu) = 1, | 

'Và-yì í = 1.nên / + u = 2 Bưu vậy. tưa mÌà 

. CC nghiệm của phương trinh bậc hai z —2z + =0, 

-_ phương trình này chỉ có nghiệm z = vì là Su=l, _ 

Nhưng điều này máu thuẫn với gia thiết † + u. ` 


Tồng kết lại các trường hợp đã xét, ta đi đến kết 
_ luận : hệ (1) có các nghiệm sau đày : ` 


` 6 


8)'Ty — tạ = tạ =ay=—L: bu 
b) Ba số +¡ bằng — 1, số còn lại bằng Ồ. 

-153. Giả thử (rụ, đs, a 3) là một nghiệm của phiương 
trình. đã cho. "từ, điều kiện của bài toán, ta thấy (nếu 
cần thì sẽ thay đôi cách đánh số các ay, za, 2s} có thể 
giả thiết rằng |z;¡| > [ea| và |z|> [#4L - - 


- Phương trình thứ: nhất của hạ tỏ thể viết dười dạng 


QiyŸi =— Mà vò địyTa ¬ 
do dỏ | 


-[#|: = | tạng 3 tr. đxà+;Ì < |đa274| m {[8usyk 
Vì. địị > Ú, địa < 0, đxy < 0, nên t8 có 

N X 

địy Ì 1| < <— tạ | tai —s Ỉ xạ] S- đá [#i[— đa] ah : 


lay „, (địa + gia + aạ) l+il<9., 
Những ' đy+ địa +dys > 0, vậy | Rủ, SEN và do đỏ 
-|z»| =0, xạ] = 9 lực là 1 dạ 7 dị 


'Ttử 


15+. Trước hết ta bãy xét trường hợp đ> Ú. 
Đề toán gợi ÿ xét tam thức bậc bai. 
f(z) = q2 T. (Pe-s/00)55 


diều đó đến phép biển đỏi hệ "ng tình đã thơ” 
thành hệ tượng dương 


' 
.” ì : 
(L1 + (b—1) 4q + C7=xaT— ị 
q32 ¬+- (b—I) ha + ,U —= đa — đa ˆ 
¡ l (1) 
2 - . 
(1n em (b—1) ‹ _ ai €—= 4 = In 
Đặt TS _ 
Ứ\ Ca — Tì: Hạ = Tạ — Tạy 4 =4 Tassse Ủa —— + Tđn; 
thì hệ (1) có thè»viết dười dạng - ˆ - 


Ùì DI = ƒ(r) ( TY: 1,2,..- rÙ, (2) 
và đề \J rảng -Ủq T Ủ2 + -... TT ln 0. :8) 


1. Nếu (Ù—1)?— 1đ < 0, thì ƒ(z) > 0 vớt mọi. hở 
(vì œ> 0), nên ¡ > 0 (¡ = 1,2,..., n), nhưng điều này 
màu thuẫn với (3). Vì vậy trong trường Mà này, ` 
(2) không thê có nghiệm thực. 


2. Nếu (b— UP — 1c = Ô, thì tam thức /(z) có một 


b 
nghiệm. duy nhất zạ — = và nếu z + šz¿ thi 


`. ) > 0. Từ.(2) ta thấy rang tị 220 


(í =1,2,...,"„) do đó đẳng thức (3) chỉ xủy ra ĐÊM 
tậ — l¿ .ò. = lJn= Úy 
vì yày ta phải cóc f(ti) = —= 0 Œ= — -1,2,... , 10, Thay 
` Ì| — b | 


Ay “4a —.‹ —ửn = _=. 
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Ỏ. Nếu (b — 1} — 4ac > 0, thì tam thức f() có 
hai nghiệm phản biệt 


I—b— v(b—1)3— ac 


" 2q 
`. "..=. 
~a P, 
Rõ ti hệ (1) (tức là hệ đã cho) được TIỆM 
đúng nếu ta lẤY 2 = Tạ = + = nh Tụ 
"hoặc ¡ đị =.1ạcc Tan —mứa 


_ Như vậy trong trưởng hợp nhY¡, hệ đã cho có II 
nhất là: hai*nghiệm đã nêu. , 


Trường hợp a < 0 cũng được xt tương tự. ` 


"Ì 


: mm. Ta hãy đặt P = TỊ + JZ + .. q = “Đi 

“và xem đathức  — /)=(X—z)(-—)(X—z)=. 

` -.= X?— (z+ + 2) X? + (trụ + z + z2) Ã — Ụz = 
Na. h ` = X3.-— 3X? + ĐÃ — q.ˆ 


` (theồ cách đặt trẻn và theo phương trình đầu của hệ), 
Vì 4, .ÿ, z là nghiệm của đa thức ƒ), nên KẾ 


` 


` tu? — đa? + p£—qg =0: ` `.` 
Ệ — ợP + pụ—g 0 TỦ 
3 — 3:3 + pz —q =0. 
Nhân đẳng thức thứ nhất với +r+, đẳng thức thứ. 
,“ hai và đẳng thử ba với =* ` rồi. cộng lại, thì được " - : 
ta — 2Šw+a + ĐỔy+ — qy =Ô, ly, 
trong đó ta ký hiệu sa =¿" + nan (n =0, 1. 2) 
SN: Đề ý rằng theo phương Irình đầu của hệ đã cho : 
CO ng (œ® + ự ERTDIH SỐ (EU TẾ ,MỂ VP HỆ 
" = 9ạ + 2ÿ, 
-do đó ` S;.= 9 — 9m. | xo 


` s _ 
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Lấy k = 0 trong đẳng thức (1) và nhở rằng theo. 
phương trình thứ hai của hệ đã cho, ta cỏ Šs = 15, thì 
được lỗ = S5; = 354 — p5: +Z3q = Ỷ@: — 2p) — 3p+'3q, 
do đỏ - ¡ƒ =3p— 43... '+. 

Lại lấy k== l trong đẳng" thức (1} và nhớ rằng 
theo phương trình thứ ba của hệ đã cho, {a có Š.= = đỏ, 
thì được 35 = %¿ = 3Š; — Đề; + đổi = 

= 3.15—pn(9 — 2p) + (Œp — 4) 3. 
chay ` .ĐẦ = Ì, 

Nếu p = — 1, thì S4 =9 —2p = 1l trái vời giả 
"'hiết Sz < 10. A1. 

- Vàyzp = Ï, do,đó 6a = ', j = — Ì. 

_ Cuối cùng, trong đẳng thức (1), cho k=2 thì đi đến 

| Đs= = dò — 'p$ + q5a = 
= 3. 35 - — 15 — 7.= 83. 

156. Cộng cả TM, phương ˆ trình của hệ, ta được: 
3 (Ei+Za+Z¿+#¿+3) = = (Tị+#¿+2;+Z4+2;)- Œ) 

Đẳng thức này chỉ đúng trong hai trường hợp : 

‡) Ự= 2. Khi đỏ hệ đã cho có thề viết`dưới dạng 
Z#s — *ị = #1— đa. 
_#®1— %a = Ta — T3 
Ta — ca .. Ts — 4 
— #4 = %‹ x- T¡ 
8 — Ts —= % —~ đị 

= (. Thế thì - 
3g, = 4ị + ( | _ 
' = (X¿— 4) + 4y = dụ + T 

g Œạ — A4) +. dự =1 3E. 
(tạ— +3) T, -!ạ = ty TT AI 
đị = Ôn —:) + SẺ Nà. SIz öÍ, 


¡ 
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từ đy suy ra (=0 v 
| mm... 
2 Nếu U# 2, thi theo ( ta phải góc | 
'yy +3 +1 La, = ŨS 42) 
-Từ đẳng thức này Mác: từ: các phương trinh SỌP hệ 
- đã cho, ta suy rủ | 
: TLIÊt lếê = J-Jxị¡ = 0Œ: + #;) = 02: + -Ua = (z¡ + z4) + 


+ Œy +) = 8 +4+ 5 ‡ 5) z4 — (#ạ + 2s) = 
: bu đãi _ 
hay “` ¿ @'-† #— 1z; =0, 


` "Tương tự, 4a cũng có 
| (g2 + u— 1) z¡ = 9. <<) 
_ Thành thử, đến đây ta lại xét hai trường hợp : 
a) + Nếu Ụ? +ự— 1 = 0 thì 1¡ —= 1a Tạ — =x.=s=t 


bì. Giả thử 2+ THẾ 1 ho (ức là : „ =1 v5 ] 
_ Rừ phương, trình thứ hai của hộ f ta suy ra 
` —..-- _ (3) 


-CôÌs "hai phương trình đầu của hệ, ta được 
_a-+dWwy† Uy T9; gŒrt)- 


bạy,do() — “=—u@Gd+m S6, 
Hơn nữa, có. thẻ viết phương trình. đầu, của hệ- 
-_ đưỡi dạng 4y == 1ý — 1 ˆ ` “. (5) 


- Ta hãy, -thứng tỏ rằng, trong trường bợp này,, 
nghiệm của hệ phương trình là: z¡, xạ tùy Ỳ, còn +:; 
đ 35 được xác định lần lượt bởi cág công thức (3), 
(4, 5» 22-153 Ay thỏa mãn điều kiện @) 


121. 


Quả VẬY: _ 
4) Phương trình đầu được TT ng đúng do (®. 


8) Phương trình thứ hai cũng Xiược nghiệm dũng 
do @).. 


Y) Do (3) và (4), cùng vởi giá thiết l + Ụ — Ni 0, 
ta có | _ 
Ta 4= #a — Œ + 2) = — 1T — q—1) Z¿ = 
= — ĐT + tUJ?r¿a — U (—+a +. U24) = lUa. 
Vậy phương. trình thứ ba được nghiệm đúng. ¬ 
ä) Do (3), (4) và (5), cùng với giả thiết 2 + -— | E._ 
(a Có 4y; — (— Tịt£) + (U. tị—1): =.. 
(„—]) (0+ dạ) = 1 (44 " Ta) = - 


—= tiỏ,a. 


LAI 


, 


Vậy phương trình thứ tư được. nghiệm đúng, 
e) Do (4), (5), cùng với giả thiết y2 + —1=ó, ta cóc 

cŒy Lạy ==— U (đị<+ #¿) + +; = (l1 — U) 1.0... 
`. = I1 — ta = U (ri — #) = ty. 

Vậy phương trình thứ năm được nghiệm đúng. 
Cuối cùng, từ (3), (4) và (5), ta thấy rằng 
#ị + #a + 4g tế cay = Ti + 1y 

+ (—#\¡ + U#;) — J(T\ + ) “t (JTị — Tạ) = 0, _ 


Phép chứng mỉnh đến đây kết thúc, Danh cho. bạn : 
đọc việc tóm tắt các kết quả trên : 


ÿ 


Cần đệ ý rằng trong trường hợp — TH 
thì vì các điều kiện của đầu bài sẽ không đôi nếu ta - 


hoán vị ÿ.XODE quanh các chỉ số của CÁC. .Ấn, nên. cũng. 
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Tấn 2i 


„ tắC hệ số và các ằn số) thì hệ. phương trình không 
-_ thay đồi, 


có thể thực hiện phép hoản vị Ấy đối với biều thức của 
nghiệm. Chẳng hạn | 
r¿ tùy ý, 2; LùY Ý, 

+¡ = — 4 + U14; 

1a==— (+ %:)› 

Tạ —= 1T = tá. h 
Tối. Ta phải xác định các số nguyên g0 4; Uy 

+ .-+ 1= kự; 

cấy +l=lử. 
Vai trò của + , theo đề toán là như nhau, nên cỏ 


k, 1 sao cho | 


thề giả thiết. ° ó1 c Ụ. 
_.Thế thì, do phương trình đầu, suy ra 


kự = + + l< +1, 


'hay. (k— 1) p< I1. "¬ (1) 
"Vì k > 1, nên từ (1) suy ra' | 


— hoặc (k — 1} y —= 0, điều này chỉ xảy ra (vt~g 


dương) k khi k= l1, VẬY ÿ —+ + l1, và do phương trình 
thứ bai - e Í> =—*ự + I1 =wr.+ 2 


hay (—1) z9 
Từ đây: suy ra nghiệm : + = Í, do đỏ U = 2; 
Ax “đo đó U= 3. 


— hoặc (k — Ì)  = 1, điều này ohỉ Xây ra ni 
= U=l, từ đây suy ra x =,1,, 


Tôm lại, với giả thiết + < b thì tất cả các nghiệm 
(+, ) của bài toán là : (1,1), (1,2), (3,3), 


158. Đề ý rằng nếu thay đồi vai trò hai chỉ số (của 
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VÌ vậy có thề giá thiết dạ > đạ > q > dụ 
khi đó hệ phương trình trở thành - SA 
(Œ — đz)+¿ + (đ— đ;} tạ. + (q—d/)34 = L 


(dạ—4a)#++ c” + (đ;— )+y + (gạ—0)x¿ = Ì 
_(dr—ds)T¡ + (dạ—qa) Tạ + ' + (ad), = Í 
(a—4)ti+(1„—) #ạ + (Qy — (QŸ; .# _. 


` Lấy phương trình thứ nhất trừ phương trình thứ hai; 
lấy phương trình thứ bai trừ phượng trình thứ ba, 

. lấy phương trình thứ ba trừ phương trình thứ tư, - 
thì được (dạ—dz) (G=Wy #32 ta nh ) =U: 

St cá “(#e—da) (— dị — 3; Ð 1a Ý +4) = Ö 
(qạ—0¿) (— #1— #a— 14 _~~ +4) =0 

thành thử hệ đã cho là tương đương với hệ . 


— + +2 +,s + 4á = Ô; (9 
—  — VvVa + a + 4 =i 0, (2) 
— 8g — ạ — 44 † 1=. - (3) 


(uạ„—4+4+ (tạ — đá) Ta xE (dạ — đ;Xrạ —-]. (4) 
Cộng (1)-với (3), thì suy ra 1y =ứa _ 
Cộng (1) với (2), ta được 4¡  ft¿ + #¿„ VẬY tạ “ 0, 
- Cộng (2) với (3), ta được Tạ T- đa cS Z¿; VẬY 44 = 
Mang các giá trị này vào (4), thì được 
: ĩ 


4 


“. 


TIẾP diệt 4‡ — 34( == “ 
qy~ tu 


| Như vậy với giả thiết uy > dạ > dạ > tạ; 
thì hệ phương trinh có nghiệm. | 
2+ == Xa =0, 3 = tụ —=— 
Nên vu . : | : “Z d0 : 
Nếu giả thiết trên không đúng, mà ta có chẳng bạn - 
h dạ > d,” q; >. SN 


Iv/ t 


-ấm do nhận xéLở đầu bài giải, ta thấy rằng ghiệm của. 


"hệ phương trình là Z; = +14 == Ú; 1 = Za,= — | 
159. Theo cách chứng mình trong bải toán 15, 1a 
có thể thấy được rằng +3 + 2 + z2—= - 

= (+-ÿ+ z) [Œ + W + z)2— 2(zụ + 0z +. zz] — 

—( + +2) Cụ + + zz) + 3xUz = _ 
=> + + £}®— 3 + U + 2) (sự + z + z>).L3s‡z _ 
Ta hãy xem đa thức bậc ba _ | 

ho (X—s(—) Œ—b +á. Ổ) 
_Với ký. hiệu này, hệ phương trình trở. thành ^ = | 
¬ ƒ(a) = ƒfŒ) = Í(c).= 0. 

_ Ni cách khác a, b, clà ba nghiệm khác hhaC của &Ä), 
.do đó ˆ .~ ƒ(X) = (X—) (X—b)(X—c.  — @2 
“Ra triền các về phải của (1) và (2), tađược — -- 

xà _ - +z)ạX2+ (xự + z + z+) X — ~ụz+Ê= ă 
= Ä‡— (a+b+c) ÄX?+ (ab+bc+ca) Ã — - qÖc, 
Xi c+y+z=a+b+c 
từ đây suy TA Ý ZJ + tJZ + Zzrz = db + bc + ta: 
".. xụz = qbc + d, 
_ _ tệ: sử dụng đẳng thức đầu tiên ta được 
`2 + 2O #2 = (a-+ b + c)? — 3(a+b+c) »x. 
.„  “— x(ab + bc + ca). +3 (abc + đ) = 
- ' NẺ.l®f b4? 
_—“ 160. Ẳ q2 Dh b3, — 2qb = (a—b}*> 
.. nên -. "rung. 
TT hong tự b2 + `2 > 2bc, c3 + q2 > 2cd. 
Cộng cả ba bất Mruˆ thức này lại, - chia pho 2, thì 
được — nầ + b3 + (2> qb + bc Tr 
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(Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a= b= c).- 


Ahân xét, Đối với mổi một bất đẳng thức có thê 
chứng mỉnh theo một số cách khác nhau. Vì khuôn kh 
cuốn sáoh chúng tôi chỉ: thường trình bầy một cách 
chứng mình, Đề nghi bạn đọc tự làm theo cúc các h khác 

161. Theo giả thiết a—'b >0, c— 'd> 0. 

Vậy (œ — b) (c_—- dj) >0 

hay qc — dd — Ùc + bả > Ú, 

trc là 4 bc > ad + bẹ.. 


162. Bất đẳng thưc ve chứng mỉnh tương đương. 
với bất ku2? thức (a--ö)* <(1+dö), 


hav + Ð? <1 +d202, 
hay Ú< Í —ø3—-ð2 +_ g3j! 
tức là 9 <(1—ø?)(1 — b3), 


Vì |a| < Í và |bỊ < 1, nên a2 < 1 và b2 <1, nên - 
bất đẳng thức cuối cùng là đúng, do đó bất đẳng thức 
đã cho là đúng. 


163. Trường hợp « > b. Ta có - 
qÌ + bc < ad + dc = a (d + C) << qb 
Trường hợp b > a. Ta có 
ad + be <; bd + b = b (d + c) -Z ba. 
_ 164. HBất dẳng thuirc đã cho tương dương. với tác 
bất đẳng thức sau đây: 
qi, — < -(+c) (b+d). 


œ+b ti a+b+ecd-d 
dð (đ+ đ) +. cớ li †- -b) ` „ (+e) (b+a), 
(aq-++b) (đe ) `. 1-b-EC- sa : 


(6b cá) [eb (C1-d) sr cử (a+ ñ)] < " 
_=—~ (g3 Ù) (da €) v. 4 q) (ted)) 
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hay (a+bJ-Ƒa+ c) (b+ đ) (c+dh — 
` ~ (a+b+e+d) [&ab (c+đ) + ed,(++b)] >0 


Bất đẳng thức cuối cùng là đúng, bởi vì nếu khai | 
triền y trái, thì đi đến bất đẳng thứt (ad — be} > 0.- 


165. Theo bất đẳng thức Côsi cho hai số KHÔI E 
âm, ta có | j 
a+b > 2Vab, b+c> - 2V, c+di > Đvca. 

Nhàn cả ba bất đẳng thức này lại, thì được ' 
(a+ð) (b+eÿ (c+ a) > Sabe 
ậ 166. Đặt Á — ð+c— &, B=h+c—b, C—=d+b—c,, j. 

thì 4, , € là ba số Không âm, vậy theo bài toán 165. 
ca có (Á+y (B+@) (C+ Á) > 841BC. 

_—_ Nhưng _ A+R=—*c, B+C =3a, C+A = 3b. 


_ Từ đỏ suy £a ngay điều phải chứng minh. 


„lót: Ta có 


- —_ vay _—.4=2 VAB + b _- (va— vBj 
2 005 Tin ở cm 


"“.'' (a— b)2 
2(Va+vdb? ,  2(va+vb)}A. 


Vì a> b> Q, lên 2Vb < va +vE< 2v2, 
ty (a — b) <#+?_ và - (a—bP 


: vn^ Š T— —Vqb ˆ = 
_42v42 32. À 3xjn ' 
hay _~ (qa—b)3 „n+b ¬ -4a — h)2 
' _ .. 


Xrr 


168. Vì œ< VÃ < a+l, nên 4 — 42 > 0, 


và VÀ + 4< (4+1) +a==2a+|, 
Ta có VẢ —-a— (VÄ —a) (VẢ + 4) == 


1Í __ a3, 
thành thứ 5 sởn @® 


Mặt khác, ta có vÄ — a ° 


_ (VÀ — đ) (VÄ +- a) _ 
_ ft + . 
=— (VÄ — q) (l+a— vÄ) : (Ụ 
| 2d+l'. ~ ¬ _ ' 
Ta bảy, đề ý rằng với mọi số +, ta đều, có. 
na 


(V4 —.a) (: — >> 


Ỉ 1'`\2 H 1 
—— 2 =— T——- † da << ——y 
to m=Êt D7 Kết hệ _ 
do đó trong. bất đẳng thức (1), đặt +=—=VT _... 4œ, "thì. 


== 


¬ , aÁ —⁄A. 1 
được VÀ =0i. “ ——— 
| | 2d + 1 ”4(24+1) 
W 7 .~.„.... 1—A 1 ° 
liẩy 1 — d + ————- BH ® 


ủng 2œ + 1 4(2a+Ð- : 
Đối chiếu (°) và (**) thị được kết quả phẩi tìm, 
Nhận xéi — `Nếu lấy A là một số nguyên dương 
không phải là số øhính phương, .và: a = [VÃ] (phần 
nguyên cửa 4), thì kết quả ,trên 'cho phép đánh giá 


độ chính xáe khi ưởc-lượng wÄ (à một số vô tỷ) bởi 
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Chẳng hạn lấy „ Ỷ = 32, thì a= x2) và ta được 
1+2 <9 41+ trân: 


3 4.3 
hay — 1,383... < v2 < 1416... 
-_ Lấy ẢA==5, a=[V5]=2 và ta được- 
2,2 <-v 5< 2;25. 


169. Thn ¡ bất đẳng. thức Côai cho hai số không 
W6 Ha, > va) [2N 


hay dd-+bc > 2Vab. vcđ. - 
_ VI vậy. ab + ad-++ bc+-cd > ab + 2V2E. ved+cd, 
hay (a+c) (b+đ) > (va + vcd)3, 
Lấy căn bậc hai của hai vế, thì được bất đẳng thức 
cần phải chứng mình, ˆ | 


170. -Ta' hãy biến - đội - - 
=. 2+xz+ _ 1tr†gtl 


=" = | TY 
1+z l+ự l+z++ự l+e~++-+zự 
ˆVì zự >1, nên phản số ở vế phải là dươùg và 
không lớn hơn 1, . lo đó nếu lấy tử số và mẫu số trừ 
đi cho đùng một đai lượng không âm, nhỏ hơn tử và 
mẫu, thì chỉ cồ. thề Hưn giấm ĐI V1 số Ấy: Thành thử 
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Rõ ràng trong kết quả này, đấn đẳng thức chí 


+ 


xây ra khi .. bu: ' tức là: khi #=ụ. 


_Bây giờ giả thiết _#ÿ IV Đặt X= = Y= 7 ;„†tl 


` , ho 


Xò0,Y>0Xï> b vì vậy sử B°h kết t quả để chứng 
minh ta được £ ` 


Vˆc 5 bạ +— XS. IS + —— = 
1z 1+ry l+ấ 1+] 
¬ , 1- : q1 : 2 
` “2_ Í|_?*- + ———Ì <S323——œ- = 
DI, (+8 1+ ) I+vÄT 
_a_ 2v _ _ 2 
1i+ V#Ụ 1 + V#W 
11. -Ta có 7 


(4+b+ °?—= + + + 2ab ;† 2be + 2ca = 
= 34a + b# + c3) — (g2 — 9gb +) 
— (b2— 2bc + c3) ..- — (c3 — ảcai+ +‹đ3).~ 
= 3(484-b3+ c8) — (d—b)3--(b~—j#?‹+ 
_ (c—a)2 <S 3(a2 +- ^. + #3), 
Từ đó ta SUY: ra điều phải chứng mỉnh. _ | 


H?2.. Từ điều kiện đã ho, s1 ra rằng J' 4 tỳ ớ 
| 1 


— 


` w g1. 
Sử dụng bất đẳng thức |A—BỊ > HI4I+ ¡Bt 
:ta có kết quả sau đây: - 


21a—b|z= #Ìa]: l—3| 


>2 |a| ta | Sử” 


T 


173. Ta phải chứng, tgijÌ› rằng |# +. U) < cv 2, hay 
cũng vậy z+ 1U} < 5. 
Nhưng, nhớ rằng 2zu <+2-+ t2, nên ta có- 
(đ@+ Ụ)? = z3 + J2 + 2ÿ <. 2° + Lư bổ 


174. Sử dụng ‹ bất. đẳng thức lab| < — "T2 NA OẦN thì. 


là có —==— .# PT Trực Ự)] = _ _rc + 
-_ 1_ #+ 
sờ _¬ S#|eks #I+|~l <—{Uuˆ+ 
-E/0]-+es S#7]= 2 (H8 + 03 + 


+ g4 + J3) = 1. do đóiứ (—W) + ø Œœ + )] < v2, 
đó là bất đẳng thức, phải chứng minh. 
76. “Trước hết ta, hãy chứng mình rằng : nếu 4, B, 
j,Ÿ “là bốn số tùy * ảao cho A + ?=.. X3YA=— = ], thÈ 
1A +'BY+ <1 

Quả vậy, ta có [AX -+.BY| < : MAI +|BY]< .. 

. BHLY2 - 
DU th = * œ (43+) +- bề œ + Ÿ3) = 


ty: giờ ta hãy đề cập đến, bất đẳng thức phải 
chứng, mình. Nếu hoặc q, b)à đồng thời bằng. khống ˆ 


đệ I là a3'†.b2 =0), hoặc z, u là đồng thời-bằng không _ 
Ằức Íà Si +:g2= 0), thì bất đẳng thức là đẳng. 


“IB}. 


Vì vậy ta hãy giả thiết 3 + ð2> 0 và s32 >.0, 


` vø—*+ _ vai + b "va g 
` =¬ _ Ụ | mg Cổ 


TÚI là có Á? + B2— X3 + Y® '1..Do đó áp dụng kết quả 
đã chứng minh, đa được 


b _ =, l 
———- ——= + S—===..x ¬ 
bất đẳng thức này fiRdity đương với bất đẳng thức, phải | 
chứng minh 


_ Bạn đọc: hãy -i sử dụng kết quả bài. toán này ‹ đề ` 
chứng minh lại theo cách khác các bài toản 173 và 1. 


_17?6.Sử dụng bài. toản trên ta được ô 

7=lär+ 5ụ| < vi -T 2. vxi + MÃ, 

đo đó ¬—.-..- =5... 
" Z8 ¿5 4. 

17. Áp dụng bất đẳng. thức Côsi cho hái số không' hào 

đ 

âm, nhàng an bê) c4 TH 


3 \ á- ` s 3-. | 
> W86+vs8>. vab cVed = VaBgf, Ì 


17B, Có thề chữ ng nình bài toán này bằng cách sản 
. dụng bài .177 cho bốn SỐ d,- Ö, .` “ (trang đó. . 


đ Xin XE Ủy nghị bạn đọc tự thực: hiệu các hiỂn + 
đồi. Ỡ đây chúng tôi gói THHN: cách chừng minh khác, 
i8 _ 


3 ° sẽ 
` Cách #— Đặt # = Ý 8, Ụ “mi. Nà rổ 
-ảng, bất đẳng ` phải chứng minh tương đượng với. 
: 34 + J3 + z3 — 3đUZ > 0. @) 
-, Nhưng, Tri bài toán: 58, z3 + ` + Z3 — 3zgz = 
>=(z+ự + ?) (@? + D9 ni Vận xÀ, 
Hiền nhiênrằng — #++z20, 


và theo bài toán 160: +2 + g2 + z2 — # — J£ — —z+> _ _ 
vì vậy bất đẳng thức (1) đũng Ð_ ~ TT 
19. Theo bất đẳng thức Cỏsi cho ba số không ảnh 
"lwibeu+Pae+ 3vVab, ` _ 
SE VU dc) TT T._._ 3 
— “« .=.. =.— >.„ỏ. : ———c— —‡?‡>— 
Xá 5ê Tay ng V13. b£e - Nabc 


TU, : 1 { ` | 3 
n .ấc Bộ = _ 
H lì .ự 9 + n + 1> a 3 — 


80, Ta bầy đặt Á — b + c¡ B=a+ec; 
đ— +b, thì A, B, C là ba số dương và- 


| Z+ tem (A + + Cà 
Mặt khác . _ 


đc 0ƒ 867 s, dấu ciẾU: va (Go cổ 
' —— t . 
b +£ a +€C qa -—OÐ ( +€c ]* 
l Ù _. C | : 
—— +1 =ỉ xa n na 
„ * " }+z:r) bế 
Lb 1 1 ¬ 
= (a+b + [r~ lrfn 
( +9 b+c —.. s.... 
=1 A+s+© (q tật s*?>? = 
(theo Đài toàn, 179). : 


R. 


18L Theo bài toán 160, ta có 
+ b#* + @>đh + bcC + €8, 
vi vậy "¬ m... 


a+-b--c vã g2 +- b2 + -c2.-+ 2(ab + bc~+ cả) ` 
+ =——— 5 
„ (ab + be + ca) + 244b + bc 3 cũ) —_ 
9 
_ qb + bc + ca 
SHƯỢR: TH 


thanh thử lấy căn bậc hai của hai vẽ, ta được 


q1 0C / ab + bc + ca 
hộ | Xa .ở 


- XÏát khác, theo bất đẳng thức Côsi cho ba số, không 
àm, ta CÓ - | | g dể 

_øqb + bc ca _ 3 _ | _.. 
Sơn OWNESð 5ã 3 H5 — Z2 v TƒE ñc- Cũ “E n q2b?c2 = : (qbc}. 


„3 
Vabc, - 


vì vậy C, 


M82. Cách Í. Trước hết, t ta hãy chứng. xainh rắng 
niểu Đ b,cœ, d, k, l, m, p 1 những SỐ bu /ỀM am thí 


>va + 

`... #8 „- '- 
¬ vmp. 4® 
Quả váy, sử r dụng kết” quả của bài toán. 189, ta được: 


=_  . 
vía Xã k)ỳ(b + b ?v€tm ti + P z | 


V tab + viD (veä + vmp) > 


; ì . - | | 
Á ung, 
> Vvab. vẽ} + _~ ' "củ + vẾf 


tã1 


Bây giờ ta hãy _ d = vaB Cđ// p= vkim, thì (1) trở 


thành ý (a + &) (ñ vi D (c + n) qab c + vi 
' : —— 
_ qbc Ăn + V hừn n viim = vi lun. 


Nang cả hai vế của bất đẳng thức Mi lên my xiờu bậc 4, 
thị được (œ + É) ( +0D(c+m) (vabe _ Xin 
Š(/a02 3 văn ¬ 


do đó (a + k)(b + Ù (c + m) > “qbc + vn )3. 


Lấy căn bậc 3 của hai vẽ, thì được bất đáng thức 
cần phải chứng minh. 


Cách 3. Ta phải chứng minh rằng 
(œ + Ã) (b + D(c + m) na + v kim”. 
Ta có (a + k) (b+ l) (c + m) = qbc + kim + 
Sự (ức † kọc + qùm) + (klc + an + kbm0, 
và. lim Ma 
= dc — kÌm + 3 V25bTc- TT +- 3v R BmE nhe. 
Theo bất đẳng thức Côsi cho ba số không âm, la được 
dÌc + kbc + dqbm > 3 vu E:ö sÍm, 
kỉc ¬ dỈn + kbm > 3 vEmanbe. 


Từ đó suy ra kết quả cần chứng minh 
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183, a) Vì,” — (b + b* > qb, mà œ + b >0, nên 
ta có di + bì =(a + Ủ) (aâ — qb + b2) > ab{a++)) 


Tương tự Ù? + c? > bc (b + c)j, €1 +d) 2- cá (c + q). 
Cộng cả ba bất đẳng thức này lại, thì được phần đầu. 
Mặt khác, ấp dụng bất đẳng thức €oSi cho hai và 
ba số không âm, ta dược : 
ab (a + b) + be(b + c) + ca (C + đ) >> 
> 2(ub vab + bề vũc + ca Ved) > 


> B V qb va .c bc. ca Vcq = 0dÖc. 
b) Đề ý rằng _ _ 
(q + b + £) (q8 + 3 + c3) = (03 + b3 + €@) + 
+ [ab (a + b) + bc (h Bị £) + cq Ác -+ Tuệ 
Sử tin a), thì được _ s 
(qœ + b + €) (d2 + b2 + €3) < (@ + b3 + c9) +, 
_ +93 (42 + b# + c) = 3 (d9 + b3 +.c3). 
Mặt khác, áp dụng bất đăng thức Côsi cho ba so không. 
âm, ta đi đến ` "¬ _ Ề " 
-{a + b + @) (Ở + b* + €3) > > 3 ViÚ£ 3 VEET = Sức | 
c) Suy ra từ b) và từ bài toán 160. 
d) Theo bài toán 5ð, ta có 
3(a-+ b) (b + c)(c + 8) =(d+ +c)}*— (q?+ b3 T 
vì vậy bất. đẳng thức phải chứng mình tương đương với 
bất đẳng thức (+ b + ƒÐ? <9 (dt + f1 + €3), 


Đề chứng mình bất đẳng thức này, ta sử dựng kết quả 
bài toán 171: (+ b+ c?<3(®?®+?+ e) 


186 


vì vậy, lại theo b) _ : 
(a+b + cj? <3 (42? +12 + c®)(a + b + c< 
<9(@+ b3 + C1)... 
©) Ta có dc (ad +b + c)= a?bc + b?ca + cầab <_ 
(b2 + c2 _  rc2 + 42 ¬ (*:+ l3 ¬ 
bu 5. ho SEN bác: 1g Sẽ 


- 


“ ( -. bi xí 
EU. 7 Tủ 
2 _~ 


= ø2j2 + b3c3 + c3a2 < 


Ã 21) vá | 
_. — = dt + b‹ + C1, 


184. Vì Ủ <a<b <c, nên ta cỏ thề đặt 

Nƒ =_- Khi do 0 <az<<YV,, 

Vi vậy (1 — 4) tY —1)<<0, hav 1 „~ zÿV <a +Y- 
Nha bat đang thức này và bất đang thức 4B <( 4+), 
VỚI 1+, 2£ không ảm, tá có 


(0# + ủg + c) (“+ ° +] — 
q h C 
CÁ Á 1/5 b 
=Ù[——x# + +} t —zÌ= 
Ỳ b b TU các 


Khi 24, vÌ” 

Y 
“y& †W+Y?) (Y#+ sYW + s) < Ý 
SsV!ị[.rÍGŒ*# + 0 + YE) + (Y+ + sYy + &)ƑP = 


H87. 


yI{6+Y)Z+(+5Y)g+ 6+ yyP< 


Và là + cán T & +Y)g+@+ Yxz= 


Ks : _Y} (a+e1, 
‡aY (đ#Ỉ+ụ+ Lầu 4qc ———¬(#+ +2}. 


185. Theo bất đẳng thức Côsi cho hai s5 không Âm 
l + dy _ 
2 


l.qy, = Vqv.  =1,3,. ¡à THỶ;: 


3l + ) (1 + đa)... (Í + an). | " 
do đó CC SỞ. đ)c Ú + 8) 2 van san mi, 
tức là (1 + œ)(Ï + dạ) ‹.(Í + an) >2". — 
— 186, Khin =1, bất đẳng thức đúng vì nó trở thành. 
một đẳng thức đúng. 


Giả thử bất đẳng thức đã đúng khi n = k "Thế thì 
khi n —= k + l ta có 


I+a}#H= (+ 2(1 +a#*>(1+ 3 1 + #a)= 
=l+(k+]) a+ka^>1 + (+1), 
tức là bất đẳng thức đúng khi n—=k +t. 
Áp dụng nguyên lý quy nạp, ta suy ra rằng - bất 
đẳng thức đúng cho mọi số nguyên dương n, 


_ Có một cách chứng minh kháe, khả độc đáo, dựa 
vào bất đẳng thức Côsi cho n số không âm (bài toán 
197) áp dụng được vào những trường hợp tổng quát. 
hơn (xem bài toán 215). 

Đề chứng minh bất đẳng thức đã cho, tạ cỏ thề 
giả thiết rằng 1 + na >0, Theo bất đẳng thức Còai, 


188 


ta có Ngjốé6Ẻ 
(+ na) + 1+. Ằ+ | 


EEcsbx > v8.1... 


n 
hay l+a>vT+ na 
VẬY (1+ a)"> >1-+ na. 


187, Khi n = I, bất đẳng thức đúng vì nó trở thành 
một đẳng thức đúng. 


Giả thử bất đẳng tức đúng khi n =`k. Thế thì khi 
n= k + 1, ta có 


_(fÍ+g)*†!= (1 + s)( + aj> (1+ nỳ (l + ka + 


+ TỦ Nếu 1+(k+1)a+ 


2 
>1+ (F+1)a+ => đề, 
tức ]à bất đẳng thức TH xi ñn —= r + l.. 
Áp dụng nguyên lý quy 'rạp, ta suy ra rắng. bất. 
đẳng thức đàng, cho mọi số nguyên dương ¡ n. ' 
188. Với n— ` 2,... ta Hãy đặt 
As¿—= (l1 + Lz)®+ (1— z)", 
Rõ k" ti = 2 vời mọi giả trị z. Hơn nữa - 
=(1+z#P+(1—z#=2+ 2z < => 
khi l.+ È < 1. | ra 
Giá thử đã chứng mỉnh được rằng khi Iz l< 1 
. < 2n—I 


189- 


Thế thì khi Ì zl <1, ta có 
2> 2Án-¡= điÁa.¡ = T 
=[ + z + dTz)Jtd+z)}"" + (—z)""1]= : 
=[d +z)"+ (—z)? + (1—z?) [+ z)"”2 + 
+1 —2)?] = Áa+ (1—42) Áasg _ 0. 
Vì la_; >0 và 1 _— 2> phán < 1, nên từ (1) ư _ 
rarằng 2"> Áa khi |zl< _ 


189. Cách f— (quy nạp theo „ Khi n == 1, thỉ Ì bất _ 
đẳng thức trở thành một đẳng thức đúng. | 


Giả thiết bất. đẳng thức đã đúng khi n = :k, Thế thì - 
khi n = k + 1, ta có (nhớ rằng a +b > 0). 
cxN K= ( xk: } ( + )<= bk .+ 5 
x] 2 2) ` 2 >. 
— a*†1-bk+1-‡ qkb + LG 
Á 


———————-=--__—...___——= 


qk*t-} bkP1 — (ak— bk) (a—h) ` 
Art ạn 
Ta sẽ đạt kết quả cần chứng mỉnh, nếu chứng tô 
được rằng . (œ — bk) (a — Ùb) > 0 - @ 
Trong giả thiết cũng như trong bất đẳng thức ((),. 
các số đa, b có vai trò như nhau, nên.có thề coÍ rằng - 
a>b.Vìia + b> 0, nên a >— b, đo đó a > l bị. 


Nâng lên lũy thừa bậc k cá hai vế của bất đẳng thức. 
nảy, ta được qk>.[ b*| > b*, 


_ từ đó rõ ràng suy ra (J), 
190` _ 


Cách 2-~ (dùng đạo hàm) Đặtc = a + b> 0 vả 
xem hàm số. ƒ() —= +" + (c—+)*, 
được xác định với mọi giá trị của +. tạp nhiên ta THỊ 
cần xét bài toán cho trường hợp n > 2, Đạo hàm bậc 
nhất và bậc hai của /(z) là : ƒ'(+) = ciệeh — (C—^+)"“1). 
_. (+) = nín — 1)|a"-34 + (c—z}"~?]: 
_ Đạo hàm Ƒ@) chỉ bằng không, khi: 
_ g1 1 = (c—#)0—1, 
bức là MP) —.n-- 1 lẻ, thì z= c€ — + hay # = P 
` — n— I chăn, thì |r| = -[£—z‡. vậy | 
z3 = (C —. +z}= -c? — 2c + Z3, 


do. đó ` = 0 bay # — ¬¬ 


Như vậy trong mọi trường hợp, nếu ƒ (+) = 0 thì 
Tiên, ^” khi đỏ (với giả thiết c > 0, vi nếu c= 0 thi 
_ bài toán trở thành tầm thường) ` 
ƒ'(e) = n(n—1)2 HNG 0. 


Điều đó sâu tỏ rằng hàm ƒ{+) đạt cực tiều duy nhất | 


_ tại điềm z =— .N Vi Œ) là một đa thức, nên /(z) phải 


`3 


nghịch biến về bên trải điềm ã ấy và đồng hiến hẻn phải 
điềm ấy, nói cách khác giá trị „ 


'(5]=*(9Ï=+(*‡®}` 
là giả trì nhỏ nhất của /(r) trên toàn hộ trục œ. “Thành 
thứ đặc biệt Lá có, J9 > sr/Ñ () . 
.\ 2 


 ——i 


101. 


hay au mã ba > 2 GHF 
bất. đẳng thức này tương đương với bất đẳng thức cần 
phải chứng mỉnh. 


1L 3 5 2n—Í 
190. Đặt 1 =—_——.-—. —... 
š 2 14 6 2n 


* n PT TÔ : ° : 
Thế thì 1> 0 và ¿= Í ,®, #, Cn- =1? -¬. 
“'» `4 ` g Ony- 


—— `... (2n — 1} 
M.—ẻẽ 5... nen. 
=.......... (2n — 1# 1ˆ 
13 35 57  (2n—l)On+l 2n+-L 
| : _ 1 _ | 
_ VỊ vậy l2 ốc 
cá ` V2n+l 
191. 1) Đề ý rằng 
LÊC, 1 Ỉ Ki s'Ỷ. 
_ n+1 2n n+2“ 2n "ôn. 2n it 
Ly Re Do d5 áo k = 
n+[í n+2 2n 
1 ' ¬ sấ  - n. 1 
| >2 2n 7 n Tan ng “ân “ 
23 Đề ÿ rũng các số hạng. ¬- 
bi 1 ` 
_n+1 `” n+2 `” n1 
_ .- 1 TS Vị 
có thể Viết dưởi dạng Ôn+ +”: | | 


với k nguyên và lấy lân lượt Các giá. trị tứ ~—n ¡ đến n. | 


. 182 


_V vậy, nếu đặt 
S=' 


= 


 ¬. "+... + |: 
"na. 8n +ị]Ì 


T 1 _ 
—_—_1_— + _—————+..+ 
"(n+1)— n ` (2n+1)— (m1): ` 
» 1 _ 


| P (2+1) +nˆ . 
thì ta có ,. ' 
CC dc co co I5 
TL, XS D)—n ” @n+1)—(n—1) 
}L g6 S6... 
Ton+ 1) Trí "sế {ân + 1) +. 


† 


{ R 1 
„ la +l)+n. _Gn+1)+ (=9) 
1 


| (2n -+L 1) — k là ˆ tan + N.. 
| 1ˆ 
Tim 1) —n * (2n + D+a] bể: Sở 
MỊ F-rxiex: tứ. ¬Ì+- 


-* ly cá lu, Bà 
(n+T) + n (2n+ 1) —n ]- 
mm... "=.-. _ 2n + 1) 
(2n+ 1)+k — (2n+ 1) —-k KH hiệu 
¬- 2(2n + †) n 
- (2n + 1} ".. ¬".% 


¬". », D, 
nên 2S > ———— + ——— +... ~ = 
| 2n+1 . 2n+1 l9) 2n-+rl 


Vị „ 


2 


thành thứ Ss>I 


193 - 


192. Với mọi số nguyên dương #, ta đều có . - 


| | 1 
TS ` (dan NON 
n+rk+l SN n+aok—Ì 
1 1 
vì vâV ————— “` ——. < 
" (n+k)(ntk+l) (n+? 
An"... ` 
(n + k—Ì) (n+k), 
l 1 | 1 
l@c có sec se S6. 
1ẠA n +4- k Tho S01) T67 ly 
I 
< 1 


n+ak—1 n+k 


Te ong bất đẳng thức kép này, cho k lần lượt các giả 
trị Í, 2,.„„ m, rồi cộng các vế tương ứng của các bất 
đẳng thức đã được, thì đi đến bất đẳng thức 
1 1 ¬. 
ïm..<= 
n+T1Ð n+m—TÌI (n+12. ` 
l Ị l 1 


—— 
—— 


+ —— +... +—. % 
(n + 2} (n + m)? DC n +m 


⁄ 


! 


193. Đề v rằng 


na... _ (Vn+ —E=L+i) 
vs On 


“yrưnn /T71,LYE Đế” 


VÌ vậy vê > vn +1 —9ýn. 


194 


Thành thử 7+ > 2/5 — 2T, 
_ =. 2v3 — 2v2, 
2 
i _ 
—— 2V4 — 2v3, 
và” | 
§ 
2Vn + 1 — 2vn. 
{tn. > 
Cộng các bất đẳng thức Sỹ lại, thì được 
_ 1 Là s3 đe 


1+ g+ gấ +" + = 


Mặt khác ta cũng cóc 


8T Hà 1 — Ñ. 3. 
PB Phpue — yh= vn+1.+ vn_ SEEIRESG, ĐỀU 2vn+l : 
| 1 

h ¬-... — VẤN 
MẸUỔóô (LỚN |. SA hr rên 
Do đó - _ __ 1< 9, 


. 1 : lê ¬- 
_w  <v3Ä— 1, 
1 


* 


1 ì 
P <2(vn —Yn—1. | 


Cộng các bất đẳng thức này bẻ thì " 
: ì 1 th Đ : 1 .. 
{+ -— †+-# N- < 2vn. 
$ | '. ‹ | 3 „ + —— Ea | 


"195 


194. Cách ƒ — (dùng quy nạp). Đặt 


q =—= vq,da = Ý +va =Va+a. - 


1› 


đạ — V am \ a + va = YH+ ay cu. - 
đa = X/ m a -+¬ ... va = \Y đ+dnng... 


Ỷ|J——rnsaNeee.-.=-> 
" căn 
ta + †. 
2 
Giá thiết đã chứng mình được rằng 
_- 1.L da + 1 | 
tĩn _ ——————>>————— ,sø ^ 
2 
TT 
Thế thì 4°.,= 4+ dạ <qđ + ——.... = 


Rõ ràng dị < Linh, 


_— d†2atv4a+1 I1+2v la+ l-†(la+l) — 


2 ¬ 3 
ni CN 
=| —————-]: 


mẽ n ˆ 
và hiền nhiên đ„., >0, nên đạ..¡ < l + va LIỂ- , 


Cách 2 — (dùng định lý đảo về dấu của tam thức _ 
bậc 2). Vẫn sử dụng các ký hiệu như trên, đề ý rằng 


/*Ƒ———— n1 
dạà— day —=Í{ a+ Va — vn= so S0 Sạn 
v(a+Vva +va 


=— ==—— > 0,- 
w +V1 +. 


và (na + q ——- dạ = V(f +- tin — Yvqđ+ fn—1 Ng. 


| > Ũ, 


tìn'— tn~1 
đ † an -+-Vvd KW tn—1 


mm 
- 


196 


thì đi đến kết quả 
Shin kiện `. 
Mặt khác aj— œa—a=a—Vã —a=—Va <0,' 


VÀ - ‹ đi. = đa + d< đa¿y + q 
nn ` — đa‡ệti— đạ¿iy — d <0. 
Như vậy, nếu đặt ƒ (+) = +13? — z — q,- | 
_ thì Ƒ (g„) < 0 với mọi ít = Ì, 8... đ) 


—— Tam thức bậc hai ƒ (+) có hệ số của +? bằng 1, và 
có hai nghiệm phân biệt : 
1—vda +] 1 + vẫa + 1. 
y n=ƒ====.ẽm—. <z¿ạ= Hường TH, 
định lý đảo về dấu của tam thức bậc hai chứng tỏ rằng 
các bất đẳng thức (1) chỉ xảy ra khi tất cá các œa đều 
nẫm giữa hai nghiệm ấy, đặc biệt 
1+-váa + 1 
' súc 


đa xvớởi mọi ñ = Ì, 2,... 


195. Nếu hoặc a = 0, hoặc b= 0, thì không cần 
phải chứng minh gì cả. Vì vậy có thể giả thiết a > 0, 
b> 0.Các số q, b có vai trò như nhau, nên cỏ thê giả 
thiết thêm rằng a >b. Đặtc— b/a+ thì 0 <c < t1, 
và. bài toán quy vẻ phép chứng minh bất đẳng. KUIS 


+ c".> vĩ+e— 


Nàng cả hai về lên \ũy thửa bạc mn, ta được bai 
- đẳng thức tương đương (1 + c®)* > (1 + c1), 
Bất đẳng thức này đúng, bởi vì n2 m, và 0<cœ< 
nến cÐ > ch, do đỏ 


(1+ + can » >- (Ï + c8)8 > (q + c")m, 
_-197 


196. Ta hãy giải bài toán bằng quy nạp, 

Khi n —I, thì kết quả là hiền nhiên. _ 

Giả thử kết quả đã được chứng mình cho trườn 
hợp k số, và giả thử +, 1+ ..., 2x+¡ là k -} 1 số đương 
có tích bằng 1. : : 

Nếu £ + 1 số äv bằng nhau, thì chúng phải bằng.J 
do đó ai + 3a + .. TC Cuyi = Ê + 1, và bài toán được 
chứng mình. 

Nếu ~+ Ầ SỐ #‡, #¿,..., Tài không đồng thời bằng 
nhau, thí vì đó là những số dương với tích bằng 1 nên - 
phán có Í£ nhất một số nhỏ hơn 1, và một số lớn hơn ], 


Có thê coi rằng Ti SỐ 1y Tuay 3> Ÿ, 
thế thì (Í — #x¿) (xi —Í) b0, 
hav + + Thy — Tư Tri — Í > 0, | 
tỨC là 4x + Ÿv¿i > Tvứk¿yj ch Í, (1) 
Đẳng thức #¡ r;... +x+x;; = l chứng tỏ TẴNH 


T¿,..., .vs2k+r là & số dương có tích bằng 1, vậy theo giá 

thiết quy nạp | | 
tị Ta { .« ĐO 11v ¿q > Ê. _ÒÖ, — (3) 
Sứ dụng (1) và (2), ta thấy rằng .. 

đị T 4g TP ec + 2k #iịy > đị 2a... †2vZkt¡ +Í> 

| >z>k+l1. _- „ Qn 

197. Bất đẳng thức hiền nhiên đúng nếu có ít nhất 

_ HỘI số œ =0, vì vậy chỉ cần chứng minh cho trường 

hợp ứ¡ >':0, ứa > ÔÖ,.... dạy > 0. | "¬ 


Đặt lô —- ỳ địữa . he đn Ỹ 
+ Tu2 về Mi ề đa dn:- 
và +1 _ Œ bổ Ta _= C , «Ăn = 
thị da... - 
Thế thì +q +; 22 —Í 22 ¬ 1, 


, Œn - 
198 


Vậy các số +¡, +, .., ®a thỏa mãn điều kiện của bài 
toán 196 do đó tông của chúng không nhỏ hơn n tức là 

đq đa : (tụ 

Ề -—— —~ ———~ + ‹.. + ——— >-- fÌ 
_ C6 nh Ô 
| q s.. + (n < ` gì ` 
hay co. C = VY địđ;... dn 

(Bất đẳng thức này có thể chứng mình bằng quy nạp, 

bạn đọc nào quan tâm xin tự làm) 
198. Áp dụng bất đẳng thức Còsi cho số không âm 


ti a ` Ma . kể - 
——; — +2 và sử dụng giá thiết ứị dy‹.. da = 
J 2 n \ Sã 
4 
ta sẽ có điều phải chứng mình. 


—= DỊ, Ðs:¿. Du 
199. Sử dụng bất đẳng thức Côsi cho n số TEHĐDD 
_Âm: đạ, đạ,..., đa Và nsốỐ không âm: 

LẺ N. _ sa ta sẽ chứng minh được bài toản. 


"..“. 
200. Theo bất đẳng thức Cosi cho n số không âm, 
ta có _: ¬x ˆ TÐ s. _ > 
$—d;p §—dqa $—đn 
S0; §—dy  $—ữn s 
mm" ` sò 3 
“am ......Ố.Ố @) 
_ V(§—0y) (§—d;) ... ($§S— đạ) 
Mặt khá cổ mg. 
(n—1)s = n§ — § = n§ — (0 + đạ + .. + đa) = 
: = (§S~ dđy) + (s—đ;) +... + (§S—tn)> 
" 
>> n(S—0i) (0a...) (Sứn b : 
đo đó ———— =—ˆ (2) 
: ) (t—l)sš 


w .(s—đ;) (s—@}... ($s — q 
199 


Từ -(1) và (2), ta suy ra bẩt đẳng thức phải chưng 


mỉnh. 
201. Đề ý rằng chẳng hạn ta có 
qì -— đị mm ga ` — Í 
VÌ vậy, sử dụng bài 200 
E2 i 4a -...... > 
Š—dl s—dq›a đ—dạ 
| 1 | 
= § + —— +... + —n°' 
Bên S—(†a _ #—đụ | # 2 
sn1. n 
.(n _ 1)s n—Ì 


Đặt ‹c© = vd, thìc » l,và bất đẳng thức phải 


c^n Í >> " p ảnn 
nca—1 (c2 —- Ð). 


k 


200. 
chứng mình trở thành 


— 1> 


hay 
_c nẹn—1, 


hayyvi 2—1 > 0 nên ¬ Hà 
\ c2.— 
Nhưng ta có, theo bất đăng thức Côai, cho n số 


khỏng ảm 
c1n._. Ị 
= C3—1) +} (3(n—2) +, 


cỶ — ] 
t\ Ề H : l l ¬- & ? : : : 
1= : — =—- "n V c1u(R— Ÿ) —— nch~!,- 


>7 v c3m~TI)r?m. 9) + 


_ ra + là. : 


200 


203. A) Ấp dụng bất đẳng thức Côsi cho n số, dươn 


ương - _ 
không bằng hhau, trong đớ có m`số bằng 1+ - và n—m 
số bằng 1, ta được. 
—TR."Í'+z m) + 0m). cac 
TT NT =. 


"Nắng cả hai vế lên lũy thừa bậc n, “thì đi đến ` 


. sẽ: 
f*2Ƒ'<f+3) 
"`. nà n 
ồ ràng, khi n>1 
*ŸŸ @~$Ƒ'=f~Ƒ<: 
n/ \ n ¬- 
ƒ | n T— 
VÌ -VậY ị + ` < ụ = ni 
`Y. . nh : 
Cuổi cùng, tì lại áp dụng bất đẳng thức Côsi cho n 
số, trong, đó có số bằng ï— my và Rñ— m số bằng 1, 
thì được 


"T 


_ hay Ề h- — 1< ,; K6 bì (h>ma3) 
ˆ Đb) Sử dụng câu 'a), tạ: thấy rằng với mọi SỐ nguyên 
dương n và m " > 2) ta đều có 


[+ — nÌ <ít- —\” 


Quả vậy nếu n > m thì kết quả suy ra trực tiếp. 
- từ a). Giả thử n< m. Thế thì theo a) _ 
1\" Iìm mm 
_ l+—} l1 —— 
ty: s. Ý<{ " 
Lấy m = 11, thì thco (*) 
— 1\", _/, TU i 
ụ + = < [i— TẺ = (,UU 
nị ' 11/. 
Đề v rằng (1,03 = 1331 < 
_ " 
do đó (V19 = (11. (1,99 < L2I H = 


6 66 - 22 46,62 


= 1⁄21. — <l,2L — =l12l.—= ——<3 
X20G770000773A00ảu0:07 Đán hào 
“Thành thử với mọi số nguyên dương n: 
Ệ _ _Ì< 3. 
n 


204. Theo bất đẳng thức Côsi cho n số không âm 
và không đồng thời bằng nhau ta có 


nón ` 7 121... 1n n(n+1} - n+i, 
vn! — v1.2... n < ———————— —= “.¬ 


ñ 

Mặt khác đẻ ý rằng nếu 1 < k <n, thì - 

k(n+1—k) — n = kn + k — kì — n= 

= n(k—1) — k (k—Í) = (n—k) (k—1) >., 
tức là k(n -L 1 — k) > n. | 
Vì vậy 1.n => n; 2(n — 1) > n, 3(n — 2) > n; 
h. Í —=n, | 
thành thử (n1}# = [1.2..(n—1)n]. [n(n—1)..: 2.1]= 

= [I.n). |2(n—1)]}... [(n—1). 2Ƒ. [n.1] >ie*' 

Lấy căn bậc 2n của hai vế, thì được bất đẳng thừc:cặn 
chứng mỉnh. 


202 


_ 905, 4p dụng bất đẳng thức Côsi cho n số khô 
trong đó một số bằng 1 và n—1. số bằng n+1,ta khấn 


vận + TP > | + @—U TC n 


#t 


_Sau đó lấy căn bậc n—| của cả hai, vế, thì đị đến 
bất đẳng thức phải chứng minh. 


206, Theo câu b) bài toán 203, tà có với mọi n 
(t+ TÌ<8 hay ˆ): <3 hay (n+1)" < 3n", 


Vì vậy nếu n > 3, thì.ta có (n+1" <än°< nn" = n*t1 
Lấy căn bậc n hf ) Š ng K) VẾ, ta dược 


1 


_ , ni < vn (n>3) 
đó đã kết quả phải chứng minh 


.907: Áp dụng bất đẳng thức: Côsi. cho n số, bo lệ 
đỏ lề số bằng 1, và hai số bằng vn › tA te 


lw ý , =n— ¬ n vn : 
¬x~ — 2 ngư 
dođó vn <1+—=. 
0 n<1+ ng 
Mắt khác bất đẳng thức vn .1 là hiền nhiên. 
208. vị z, 8 là hai số hữu tỷ đương, nên cổ thề coi 
k- Ũ 


TÃ "vấn | Co ——y 
tăng . R - § ñ 


với k,. ty n là những số nguyên. dương; ,; hơn nữa vì. 
“+ =], nên k -++L Ì = n. 


_Ấp dụng bất đẳng thức Còai. cho n số, trong đó k 
sẽ bằng œ và Í số bằng b, ù dược : vanj < R“- - HP ` 


2038 


hay ._ 


tức là - a4 bỠ © sạ + BỒ.. 
Rö ràng dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi a = ö. 
_209. Nếu n = 2, thì ta trở về bài loán 208. Như . 
vậy bài toán là đúng khi n = 2. _ 
— Ta hãy giả thiết bài toán đã đúng cho œ (n ;z- 2) Và 
chứng minh rằng bài toán cứng đúng cho mị |. 


Quả vậy, ta hãy lấy n + 1 số hữu tỷ dường 4, dạ, 
¬ và n + 1 số đương ứđy qạ, „.., đn, đn‡+.. 


Đặt 4= 8 + 8+... +an, ðy = — (Í=1,2,..., nồ, 


thì 8q, ð„..., Pa là n số hữu tỷ đương với : 


Pị +ổạ +... ĐiÊn =1, Và œ + địa SỈ. 
Vì bài toán đúng cho nvà cho 2, nên ta có 
¬ S= NG .= _ aPA* aP2* ` gẼn # nn?1 `. 


LG ÔN Hợi - 1..- 3.” n n†‡1 
(aŸ. j8 Sa “. PM gu ,<< 
Túi An 


Ker? hộ „ah °) + am++ đa‡i 
<x«(„d ~ BS . + Ên đn) † %a+1 day “ 
=—= sổ; Œ; — 2Ô¿ đ¿ +... —© dĐnHn TÀ Œn+1 Ñn++ 2 : 
= 14: — 24 —.... + #n da + Su; ớt 
Dán đẳng thức chỉ xây fa khi 
_đ; = dạ —=... = dạ Và đa¿y = - Ẽ dứa, .áPt, 
tức lá Khi dy “ đạ =... = dạ = da¿i, "¬ 


3w 


210. Theo kết quả bài toán 209, la có. 


dạy Œđ q ' 
+ 11 „12 xa <; địi đị + địa #a + địy %; “- Út 


"` x. 

` đạc: đạa đạa 
CHẾ Tuế 3 + ?? < đạy đụ + đạa tạ Đ dạy 1y # Ủy 
¬_ = : “ 
- 8. q 

#. Su _ ? < đạy z1 + đạ¿ T. + dạy 2 =*W. 


Nhân cả ba bất đẳng thức này lại; ta được. 


+aay+a +a„„+a T+ayg+dss 
T. #1 “a1 _ 121”a2a1“s2 chủ 28 MHẲ 


2IL Ấp dụng kết quả của bài - toán 208, trọng đó: 


= —, BE SN và gu —uP, b —=ø+* thì được kết quả 
: k ¬ 
phải chứng mình, 

212. Theo bất đẳng thức Côsi cho n số không Am ta có 


Ung Ai + đa +. TA. 
PIN ¬c......ẽ= 


_ —= \ Gị đạ‹.. đa + \ Tạ Ta... Tn , 
dấu đẳng thức xây ra khi 


| _ C 
_., đ;T¡ =— đạXy >... mđn1y„ == ——. 
`“ 
Vì vậy v 1)a›..2^'n <S " ”s 
ñn L¿ đạ đạ. »..° ta : 
: hay . va... Ta = - 5 $ 
l ý li x VỀ đạc: đạ 


. và dấu đẳng thức xảy ra khi: 
| hay 
1; = —— ( = 1,2,..., H). 
HIẾN, , "ma 
213. Sử dụng kết quả bài toán 209 với n số hữu tỷ 


# 


dị „. 
dương Đx  = l/,.... n) (a = đ;¡ + đy +. dạ) và-n số 
‹LÌï A. kể 
dương —— MP —= 1,9,..., 7) thi ta được 
„{q 
/ị s a ' 
+1 `. "na. (") 12 |3... ¬ịh 2k 
dị k #4\a /ư¿\a "lư ạ 
= ¡ii : q : TC h I(2) 2) biên — lÃ < 
": ® L\mj dạ du.j _,Ì, 
HIẾU si đa (0g .Ư Ỷ 
=4 s ah” s.et# li Ỷ ĐC BhED) _— ' _— + về ¬+- 
na qd (1q 1 dạ 
1 Ta \ tạ 4 q ( \a : 
"`. can) =Ấ. Ta 2 ,,. l tr) có À 
( đa i Hộ HHÓN IÉT, ) 
Như vậy tích +; 2;.. va không thê vượt hơn sỐ ` 
~. L . Y. 
dạ di đ- /¿€Œ \# : ¬- 
ñ.g ó0 4 ft ` (q ứị + 0y -È ¿. Í đa) 
+ n* ñ ch. 
và chỉ bằng số ây khi _ . 
* l hủ C 
TH ¬-....... 
qq : đa tìn ˆ q\ -+ đa + X.. bTE dụ. g - 
Ti sạ: 


214, Đặt ý: `. 1, Hạ = đạt 2i. ụ ¬ AT" 
ti thị + Ứa Sáo Ò + Un- = Á (hằng số). ' , 
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1 -UÊx 2 - 41 - : 1 
li : We. g 
l 1= (2) Đ + =() : pr“»ng n — (=) : », 
WY í 
do. đó 
_ | MU. À. À Àn 
b` | fn- —- 
x1 À2. un (2)” hìiu mì (2) s 
1 " đa „ đa đa 
» a _ *h - n 
œ4 An ®n ` 


* ` = 
À1 2 B 
." qœq da - ."”ĩ® (lu ' 


¬. ¬ | ` À. , 4 >n 

- Đẳng thức này chứng to rằng Z( 2; ...+a đạt giá trị 
MÀ. Xa _ 

: " Xe | : to : đạ : ' lò 

lớn nhất khi W Uy -: Ua _- đạt giá trị lớm nhất. 


“Theo bài toán 2Í3, điền đồ xÂy ra khi 


GDỆnE,: IÊg ST hẾ Ga n0 tế T 
lỗ 9 sẽ. 4 | : ^n Xt + bà v nh Xa! ”— , 
ì +, Go gà : HỘ % ủ đa đn - 
: bu ì L1}. ga ` * , 
te là khi #-TLẤUL — 22” CC... 
co ® bề! , ^3, “ „ 
ỉ ` %ạ ở _ 
%a fn Tn” KG... v, TỶ 922 2n .Ấ W S+ 
SÀN Ũ | Kóu Ì R : Mạ -- "¬ ^a 
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v XI ^À+ | x. 
Khi đó 4z; z, ...+a đạt giá trị lớn nhất là 


^ ^À 
C Si HC SE SỐ RÚNgG 
NI la ch se — kỮữi ta 
M ¿Z _ 
khở  š #ˆÈ :C | 1 Àn. ) 
%{ qua %p 


215. dø) (ríú: thử r = < >1, với m và n là haÌ số 
n- : 
nguyên dưỡng . 
Nếu 1 Lraa=1 + Ta< Ô, th không cần phải 
LU 


chứng : xninb øI cả, VI vũ có thề giá thiết 1 š = ¡a2 0. 


Theo bất đẲng thức Côsi cho m số không ¬ tac G 
H RỔ hạng ¬¬ m—n số hạng . 


_ m—.——-—-.--..-..eBS ._—_<<..em 
+ ( + aÌ + 1424 1. 
, = : z .> _ 


(tr: tức là 1+d>> "ứ+ t4 
từ "đây suy: ngay ra điều phải chứng minh. 
b): Giả thử 0<r< < I1. Thế thí râu >1, Mặt khác 


đề ý rắng vì.d > — nên Ì + ra > L~r> 0,do 
đỏ áp dụng kết quả của lun” 1), ta được ˆ | 
: + 4 


đự ra)" 1E + ra.—= 1 + d - 
hay... ~ (1+:4'< 1 +rra. | 
c) Giả thử r —- ”. với m và n là những số,nguyêt 
Ộ 8 - 4 ° h ' vẽ 
NS cac ". . .....-.... 
dương. Theo giả thiết, ra = . <1, hài: " <Ấ— "= 1, 


Ị : ` 


`. 


thành thử - ". do đó Ma ý 
| nà, _ 1¬—-4Ắ.1.—- 
} š `. : tt 
| Theo phần 2, ta có l 
| —& 1. 3 
ca) K14 —é | 
_ n`ờ. -a 
| 1 ——. 
ñ 
Vậy. "de =l+at<'——1 _ 


_—:: 
' n 
Nhưng. theo o phần  - 
(t¬#> 1T e=1Tra0, 
\.n) n | 


vày ` ứ : DƯ 


n 


Từ @) và (2), fa suy ra q + + È — 
_ —ra. 


_: #16, Có. thề giả 4hiết Ti 4y duy đt +, Š 0 
Khi đỏ, bất. đẳng thức đã cho trơng BÉ lẾ) vời, 
mai TT 


1 : 1 | 
: †* c—=—— 
Ti+> +: + ... -Eˆ ằn Ì § + 41a = ..a + Ta Ì 


j.: 


Tnhh... 
H "+ Ta -+.s› O2g Đ ý 

... ;t "ả 
hay Nà : s=T ` ¬" 


._. ở 


L 


h . An 
| + h#a + «ta Ƒ z 
- Thep bài toán 215, nếu 1 + y>0và nếu rự là một 
số hữu tệ > 1, thì _ Li +1- 9)" 1 + rụ.. 
VI vậy vời niọi Ý = Í, Ly „ ta cóc _ 


"<| n+ cà Hệ Ì K| Ha J* 
: > +11 + Ta + .,.- -E Ta + --.a là. + tụ. ⁄ ` 


by sự 
(———m J~\ am" -» 
T +. +... + Tn _ #†a†u 4n, : | : bó 


sÈ Na >i+r| -(., RGEĐG -Í} 

th - #- ÿ | SÁNG - +.a : J- 
“_ -Cộng n bất đẳng thức nây ứng với = 2 HIẾN 4m 
được bất đảng, thức ().: `. : XÃ 


_20- 


212. Đặt u—38, Ựa = ~¬ zÖ,. .g _Mụ = xR, 


=. 


—P 
-_ thì -+) = ĐH › + = NỶ ¬-. — 
và bất đẳng thức, phải chứng. minh trở thành 

ha TT. 
JaN.rREERS-.-) }.< xÌ LAn + _., +. LON 


MHỊT 


..B...P.P -P 
(2H —=m) 1, U4 + ga? + tMSt, 
<- : | 

n n 
Bất đẳng thức này đúng bởi vì : >. Í, nên có thềáp 
dụng kết quả của bài toán 216. 


Đề ý rằng hếu viết bất đẳng thức đã cho dưới _ 
dạng 


\" 


1 
tt -h...+ =) M 

n ` | 
thì phép chứng . minh trén chứng-!o cảng chỉ cần đòi 
hỏi p và q lR hai số hữu tỷ vời p >> qạ>U9. 


<(# + #9 +. =\I 
< tt +— 


2W. Cách f1— Trước hết, ta hãy chứng nành rằng 


Néu Ấy Â so, Ẫn, Bì Bạ,.. ... Bạ là 2n" số tũy ý 
thỏa" mãn điều kiện _ | 


A†+ 4$ + „+ AR= BỊ + BỆ+..+ BỀ=1, — (9 
thì LÀyB: + 42B; + -.+ AsBa] S1 
đấu đẳng thửc chỉ xảy ta khi. 


211: 


_= hoặc TÊN —= B, 4a = Ð..... Áa —= n, 

=— hoặc 4a = ~— Bị, da TH n Lông “la _- họ ®, 

Quả vậy, (a có |A,Đ| < — 15,.... n), 
và dấn đẳng thức chỉ xây ra khi [4,†=— [Pu }. Vì vậy 
L4 + 4zB¿ +... + 4a8a | < |A¿B:| + |4aBạ] +... + 


| : : 
tr lánh | S 75: (Ải + 4+... ++4Ã) + 


1 
+ 2Œ + H; +... + BÀ) = 1, 
.và dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi cả hai điều kiện san 
đày được thỏa mãn : 

8) [4x] =1 Bi | với mọi k = 1,%,.... n. 

b) Các số A;Ủy, 4aB¿,..., ÁaBa có cùng dấu. Cáè 
điều kiện a) và b) tương đương với điều kiện: hoặc” 
Âu = Öñạ với mọi k = 1, 2,...n„ boặc Áy = — By vời 
mọi k = 1, 2,..,n 


Bây giờ giả thử G1, đa›;...; đạ , by, bạ... bạ là 2n SỐ tùy 'Ã 


di -E 4 † s«‹ "... 


B = X b‡ + bạ +... + Ủạ. 


Nếu A = 0 thì đy —= đạ — ~. —= dạ =v0,, hoặc nếu 
Ú =0 thì bị = by —... =!Öạ = 0, và bất đẳng thức ` 
Švacxơ là hiền nhiên, | . 

VI vậy có thề giả thiết A z--0 và B0. Lại đặt 


Âu c 2“ H - ỦK(—1,2,... n7 
* ẮA k pÀ se }- 
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thì rõ ràng các số Áx, ñy (k = 1,2,.., n) thỏa mãn điều 
kiện (IJ). Áp dụng kết quả đã chứng mỉnh, ta được 
đ;Öy „ QaÖa da Ôn. 
AB TAB + ‹.. + AB S1, 
và từ đó suy ngay ra bất đẳng thức cần chứng minh, 
Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi : _ 
— hoặc dÂy = Đv (k = T0 n), tức là 


ữy —= mùby với m = _ ( =1,2,...,n) 


— hoặc Áy = — Pụ (k = I, 2,..,.n), tức là. 
dy — mÙy vời m = — ¬ (È = l1, In n). 
Cách 2 — Vời mọi giả trí +, ta đều có 
(at —b, = dí+3 — 2a¡b;z + bị >0, 
(dyz — bạ)3 = đệ x3 — 2a,byxr + bì >0, 


* ° ...... + - ˆ 6s 


(da#-- bạ )3 — d` x3 — 2q« b„ + + bà, >0, 
do đó. 
ƒ() = (4x — bị) -L' (qạz — b„2 +... + (qu+—baÌ*— 
= (đ} + đã +... + a5) xã — 
—.2(mby + qaÐb¿ +... + dnaÙa}t + 
+ G0 + b} +... + b}) >0 


với mọi giá trị œ. Vì đt -E dẬ +... + d5 > 0, nên /() 
chỉ có thề không ám với mọi giả trị z nếu 


(GÐi + œÖa +... + ` đa b„) <S 
(0+ dầ +... +1) (b+ bì +...) () 
"bất đẳng thức này tương đương vời bất đẳng thửế cần 
phải chứng minh. | 
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Nếu trong (2) xây ra đấu đẳng thức, thì như đã 


biết, đa thức ƒ(+) (có thề giả thiết qÌˆ a + „.. + đa >0) 
có một nghiệm duy nhất zạ, tức là 


ƒ(q) = = (qx ạ—b 1)?-E-(đaxg—ba)}# T1... nu (đụ xạ — bạ )3 = Ô, 
Đẳng thức này chỉ xẵy ra nếu 
bạ = +ađt- (k = 1, dang n). 
219. Sử dụng, kết quá bài toán 217 với q¡=qa=da=]1, 
by =.` 4da+ 3, b¿ = w4b--3, bạ == v4c-+-äŠ, ta được | 
— wvia+ð.-+ v4b+3 + vắct3 < 
.< v+ +11+T)(A151107514e13) =V3ðI= 3v7, 
220. Cách 1 — Vì ta có với mọi cặp số p, g 
+ 
Ipại <4 ‡-? 
nện Sởi mọi k = 1- 2,.., 
l#yy | = [(V ca) s (®2) |<# 


. (V2 cay 2 + .bí 
_ 2 


rÍ mÝ ". 

3 \WZc) C% + tạ 
Vì vậy _ 

[dib: + abạ + + + đa bạ | < [at] + [aaba{ ro .. + 

x. 

NE [đa Đa |< (24 + z) + ( #ø ) + 
| | (3 ' 

+ ( =ø SP Ta) = œ D + q. TỊ sẻ +4) + 

+ ũ (bÌ+ bả + ~. + bã). 
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Cách 3.— Đặt 
Á =d† + 3 +....+. đai B= = bộ + bẬ JẢNG 
Theo bất đẳng thức Syacxg, ta có ~ 

[đjÐy + %sba + > + đ„ bạ | < < vAB 


Nhưng vÄB = / (024) la r) < 


| ". 
2 Nhang EU 
Giai 2e. aA, 
từ đó suy ra bất đẳng thức cần phải chứng mỉnh 
221, Theo bất đẳng “thức Švacxơ, ta có 
A2 => (d2: + đạZa -E x» rt dạ #a }? 
< (đt + dì + +... + đã) (cÍ + Z2 +. . + z4), 
đấu đẳng thức chỉ xây ra khi 
đị = dụÍ, #ạ = đạÍ, ... Ta = đaŸ (9 
với í là một số nào đó 


_- A2, 

Nhưyậy 2Ÿ +23 -+ „. + Za `1... .ẽố 
đấu đẳng thức xảy ra khi ta cỏ các đẳng thức ( 1), tức là khi 
Á =dt + dật +... + đất =F (dì + dỗ +... + đã), 

_ _ Â 

— đÌ+ d3 +... + đã ` 
Thành thử có thề kết liạni biều thức ha 
++a đạt giả trị nhỏ nhất bằng 


bay 


mm... 7=. 
d} + độ +... +. dễ 


_ *“ị dì +a Ji ERE5 sị (i = lê DI t). 
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9222. Ta chứng minh bất đẳng thức bằng quy nạp: 
Khi n = 1, thì không cần phải chứng minh gì cả, 
Khi n = 2, bất đẳng thức èó dạng - 

vV{(+a¿} + (0+2. < Va‡+ b + Vạyb - (Ù 


Đề chứng mìỉnh bất. đẳng thức này, ta đề ý rằng 
theo bất đẳng thức Svacxơ, ta có 


a0ạ + byÕa  vỶ dị + bậ- Vệ+b. 
vì vậy _ 
(a;-+da)2 + (by -c bạ)? = dì + bì + 2 (dya; + babạ) + 
+ gã + bạ < < (1+ bB + 2V dị + BH. v dệt HỆ + 
+ (d$ + bộ = (Vai + bị + V'aậ+ bệ), 
từ đó suy ra bất đẳng thức (1). 


Giả thử bất đẳng thức đã được chửng minh cho 
>2. Đặt. 


Á = g0 + đạ +... + 0n; B= bị + bạn+ v. + bọ, 
thì theo giả thiết quy nạp, ta có 
vÄ2 + B3 < v ai + bì +v d2 + b + 
_ TH sá v dì + bệ, | (2) 
Hơn nữa, như đã chứng minh 
v(T†4a+P + (+ bu+i)h <vÃ2 + B3 + _ 
_*+ Vv đầy + Đây. (3) 
Từ (3) và (2).suy ra rằng bất đẳng thức đúng cho ñ' + 1. 


Chủ ý — Phép dhứng mỉnh bất đẳng thức cho n=2 
là cần thiết, vì nó lá cở sở để cỏ ð 6). 
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s23, Theo các bài toán 169, 182 thì .;bất đẳng thức 


đúng khi ,ø8 = 2 và n” mã 
: - — _Ì, (đt l1, 2,.... s R).: 
Ta hãy đặt — ti (i - ) 
Bất đẳng thức phải chứng minh tương đương với 
n : 
v (T1z,) đa)... (+n) >1 +VWzagza.. 2n ) 
Nha đã nói, bất đẳng thức (1) đúng khi n = 2,  = ở, 
Ta bãy giả thiết (1) đã đủng cho n (n > 2) và chứng 
_ mỉnh rằng nó cũng đúng cho ñ + Í. „+. | 
_ Vậy giả thử +„..., #o #a+i là n +,l số dương, 
Theo giá thiết, ta có : ¬ 
_qŒ+z;)( + #a)... (Í + #a) (Í + #a+1) % 


n—1 


bó qa sa V4ic-Zn #n+1 )nh  [(1+aj) (1+-za):..(1+#a )Ì-< 


n+1 


'x<{Œd+za+x)(1 + v2n--#aZa+i)"=!b(1 „ý 12a: 7a )8 » 
ị 


n 
—— 
<\+Ÿ a+1(1-..2n #n+q) ¬ 


n 
Í bã + v +1a..n ) 
_ + ®a+I(4...Tn Tn}v, m)| 2 
- 
| n 
>ịn + V 4a ‹.. nạ. 


-n+1 
=- “mm ———— 
(+ v2:Z¿...xaaa ).. 
Từ đây suy ra 


n—1 \ân: 


(+Z))...122z. 3 (1 ưng 
` ng Mien >> ạ + +) Mà đa+t)nt1 
` v(1+z,)Ề.. _ › 
1) te) T#a) (1+4n+y)>› 


z>- 1 + ®12..Tn “Èn+.g 
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224. Ta chứng mình bài toán bằng quy nạp theo n.. 
set n =.2 thì bài toán đúng theo giả thiết, Giả thử Bả 
đã được chứng. minh cho số n>> 2. 
Thể thì ƒ == =.. sở) = 
..H Tế 1 | 


An + C1... "— “` 
+ “— ea+ TH tửn Tae 
f R R : R1 — 1 << 
———- . 


° HP] _ zr(s[>=¬ —(n—1) x 
* “.-.ằẽeưœaniÌ =S =_ [Ư%i)~...—ƒ Gs)] sẽ 
+ Km L/ (Za+1) ° (n—Đí =rm) ] . 


— ` [ƒ(xạ) Ta St f(œa) — ƒ(1e+l)] — 
n. 
Ệ /ÍP x— ... — -Ủa Rã Ta. } 
1n 8n — 1 
Từ đảy suy ra 
IPẾ c. Ta —HÌ< < fŒu)+- = (se) T+(a+t) „ 


ft LÍ nằ+e- Í1 


Trong, bất đẳng thức cúối cùng, dấu đẳng thức chỉ 
xảy`ra (theo dõi phép chứng minh trên và vận dụng 
giả thiết quy nạp) khi 


_ Mã Jm T VV 
Ÿ#, —A =... đa, Tạm Làn TC, 
ïn+1 
tức là khi vị == +ạ = ... = đa = #z‡, Bài toán đước 
chứng mính. 
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ấp dụng 1 (bất đẳng thức CŒósi tồng quát). Lấy 
_#(Œœ) =— lạt 
thì hàm số £(a) được xác định khi z > 0. Bất đẳng thức ' 


r( rẽ BỊ lên) đa m 
tương đương với 
lg + s "Dã 1g; = lgra _— lgVT: Z2 
: ‡- ` 
bay _¬— > V42a. 


Bất đẳng thức này đúng, vì vậy 2) đúng. .Theb kết! 

quả đã chứng mình, ta được 

Tạ Tạ T sẽ an -— - la T:.et ga _ 
ñR ñ 


lg 
= Ìg ViTq 4...Ta, 


." 
hay m5 >> V44 2... TÌ- 


Dĩ nhiên bất đẳng thức cuối cùng vẫn đúng nếu có 
những +#¡ = Ô. 


Ấp lì 3. Lấy ƒ(z) = +, vời m là một số tự nhiên 
và z > Ù. Theo bài toán 189 
S ++a\” T + +) 
5 ®)  TH:YNgG 
Vì vậy nếu + > 0 (>> 1, 2,...) n) thì ta có 
KT  . r c ẻo ch. sẻ 
Ân S “nen 


219 


Ấp dụng 3. Có thề chứng minh dễ dàng rằng nếu 
0 € #¡< ®,và Ô < zạ < +. thì 


đĩa Š h ”) > Sin 2; Ề sìn 4đ 


Từ đây suy. ra rằng đẩy ƒ(z) = — sin z) 
nếu 0<z<xz(Œ= . .„„ 1), thì 
.- 8 
Sin +; + sin Tạ -+-...-- Sỉn Tạ 
# n ˆ 
Đặt biệt nếu 4, Ð, Clà ba góc - của SHHẾ: một tam 


giác, thì 
sin k2 >~= sin (2+‡#+S): - 
3 ho 3 
sin Á -+ sin Ö + sịn € 
GIEO GA NGG, 


>- 


hay sỉn Á + sin Ö + sin € < == = 


225. Lấy a là một số tùy ý > 1, Nếu z > L„ 
+ = dt với † = loga ø>>› >„ 0,-như vậy - 
_...... Í 


l+Lx+ư ˆ " at 
Xem hắm số ƒŒ) = 


Z4 - .qœ 
với £ > 0, Khi í: và fạ > 0, bất đẳng thức 


‹. (+ _/(tạ)-+ (0): 
r (®‡-2)< + f8) 


: ^2 1 1 
tương đương vời ————— < ~—— —ở 
Hồ tên tìo 7v. sa. in 
bất đẳng (hức này đã được chứng mỉnh trong bài toán 
170 (với -giả thiết tông duất hơn: z¡ 0, zạ > 0, 
z¿ > 1), và dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi z¡ = + 
Theo. bải toán 221, ta có với í >0 (—= 1, 2,..., n) 
r(>* lạ+... =*) ~ .@u) + ƒ/d) +... + /0a) 
ñ “ n 


n lệ: 'SE ‡1. ¬ 
— : <=——T —.... + .x *Ƒ : tớ 
lap SP °y Sa 
_ (với a¡= ah ( — 1,2,..., n)), dấu đẳng thức chỉ xẩy 
TA khi lễ = lạ —= ch ly tức Tà khi +: = đạ em Ta s 


.... Bây giờ giả thiết rằng 0 < z¡ < 1 (‡ = 1, 2. «.. R). 
Nếu cỏ ít nhất một z¡ =0, thì biền nhiên rằng. 


1 | n 
——+.->——<—————— () 
Nhiệc. .  r ¬ 


Vậy giả thiết 0 < x; < 1. Thế thì = -—- > 1 ( = 
| m 


1,2,.., n), do đỏ sử dụng kết quả đã chứng mình 
ta được 


1 =.' 1 1 
... SP = „ — = 
l+n 129 l1. T lại 
: Ùa 
== Ủì đồng __Ủn _ = 


xuSfE 
f tựa l +a 


221 


=n“| : ~ .-. + - )< 
l+Un l +ựa/ 


| n | "mi 
S"h———————-=ri-— Sĩ BOOE = 
1 + Vpga-eDa- l†+——— 


NI eEHrzeaœœuxv 
V212 ...sẰn 
n- l 


ñ 
‡ 


| "`. v 
226. a) Rõ ràng ta có : 
0 S Œị — +;} An th g + (3; — #n)+ 
+ (Tạ — #g)? +..: + (1a — 3a}? + 
Ế” l8" cấc Jh, # dấu JE SG cể ly sà Quyết 
+ (Ta—Ii — #a)3, 
hay 
0 € (n—1) (g7? + 3322... + gÌ) — 2s—= 

=(n—1) [4y + #¿ + „. + +a)}° — 25,] - — 284 = 


= (n—1) (sĩ — 2s) — 2s¿=— (n —1) $[ <e Lá: 
28 
CH 2 
L2 ng `. ` ..< 2 n(n-—1) ° 


lấy căn bậc hai của. hai vế, thì được kết: quả phải 
chứng minh. 


bỳ Với mỗi ¡ = I1, 2. .h, ta hãy đặt 
SỈ) =an +, c+ đen £ đa + .n =“. 
sỹ” = §a — ãị. KH hs Ắ..... ha Za) - 
9 — (8 — ị) mg gi, + HH 
nói cách khác, stÐ và sử là các: tổng tương- lự. như 4 
VÀ #2, trong đó kháng có mặt 4N. 
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Theo a)(n— ]) $j — 2nsạ >0; (Ù) 
vỉ vậy (n— 2) (s2»„ — ^n.— 1) sý” >0 
tức là (n — ?}(— øi)®— in —1) by —ym + +1) >0. 
hay, nzị— 2814 — [ứn - — 2) $1 — Lui RK 1) $4] < < 0, (2) 
Ta hãy xem tam thức bậc hai của X 
NX) = năt — 2s„X — [(n — 2).sỉ — 2(n — 1) s;] 
Biệt số của tam thức này lả 
—A' =3 + n[{n— 2) si— 2n — 1) sÌ—= 
= (nà — 2n + 1) Sĩ — - 2(n— 1) nạ = 
= (n— l)[ứ‹— D4, — 2nø,J > 0 
theo (1) 
Vì vậy ƒ(V) có hai nghiệm 


__ JTVA _ $._n_Ï V3 2n — 
g= em = 3= __. 
n n . mm. 1 Hn— 


— 8, J+LVA $1 n—Í / 5n — 
ph R n n )"n=] oi 
Ta có, theo: (2) /&a ) < 0 ( = th 2,..., H), 


vì *ây đị (= 1¿ 2,..., n phải nằm giữa hai nghiệm 
của /(X). Đề ý rằng % <,ÿ, nên 


œ& 1i <8 (= 1,2,..., n). 
221. Đề ý rằng - | 
qòc—-aœ2(b -+ c—a) =q (be—ab—ac+ q3) =d(a—Ð) (a—t), 
qbec—b? (c+ a—b) =b(b— c) (b —d) 
qbc—c2 (A+ b—~c)=c(c—a) (c—ð) 


Vì vậy bất đẳng thức phải chứng mình tương dương 
vời bất đẳng thức - 


8(4—È) (q—e) + b(bỏ—e) (b—m) + c(c—a) (e—b) > 0 (®) 


293: 


Ta hãy chứng minh rằng bất đẳng thức (°) vẫn đúng 
(và do đó, bất đẳng thức đã cho là đúng) với giả thiết 
rộng hơn : đ, 0, c là ba số không ám, 
Quả vậy, vế trải của (®) không thay đồi khi thay 
đồi vai trò của a, b, c vì vậy ta có thề giả thiết 
đd> b>c>0 
Khi đó có thề biến đồi vế trái của (*“) như, sau ¿ 
d(a—b (a—e) + b(b—c) (b—a) + c(e—a) (c—b) = 
= a(a—b)((a—-b)+ (b—c)]—b(a—b} (b—e)+ c(a—c (b—c)= 
=a(a—b)*+a(a -.b)(b--c)—b(a—b)(b—e)+-e(a—c)(b—e)= 
= a(a—b}'-+(a—b}(b—c) + c(ä—c) (b—c). 
Vế cuối cùng là không âm vì ta đã giả thiết a>b>c>0, 
Z28. Xét các tam thức bậc hai 
P(XI) = xịÃ2 — 2z;X + Úb 
P(ÄÃ) = z;Ä2 — 2z;Ÿ. + ựa. 
PŒX) = P/X) + Px(X) = 
= (+z¿) X^—2(i+zZ2)X + (0+0), 
và đặt Dị = xi — 2l; Dạ =xaU;—z2 | 
D=(¡ + #¿) (UW›+a) + 
thì Pạ, P,„, P có biệt số-lần lượt là — Dị, — D¿ và+—-D 
Đề ý rằng. P;(X) =a; l m.Í Ệ tú c— # | 
Tì +2 
vì vậy với mọi giá trị X, ta đều có 
P\(X)> #3 = Dị, 
T\ +¡ 


dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi X s -#1 Tương tự 
1y 


P.5, C3, 
2+4 à 


_ : cv... #3: 
dấu đắng thức chỉ xảy ra khi Ấ = .” vả 


2 + 
ti: “ an +42 
r TS XU gề: Z + 2a. 
dấu đẳng thức chỉ xay ra khi X = EEr 
Nhưng ta có với mọi giá trị Ã F : 
= z : Xì> =. nhi: In 
P(ÄX) = P:(X) + PX)> : kế 
Vì vậy khi X =  —®, thì được. 
+: + +. 
aangzt q) 


4+ + 2a “ đa 
đấu đẳng thức chỉ xảy ra nếu -- (P;(X) và tà (4) 
đạt giá trị nhỏ nhất tại cùng một điềm X).. 
Từ (1) suy ra (sử dụng bất đẳng thức Cỏsi cho hai số) 


8 8 
PS—————TD,_ D\S 
(xi+a) Km + = 
vÝ1 -t+a 
< : Sa an 
2 v4 +a.2 chế bạ 1/22 
l | s1 +. 


—. V/ 1 I “=.'.ý= s q 
Đề ở (2) eó đấu đẳng thức, thì ở (U phải có đấu 


đẳng thức và khi áp dụng bất đẳng thức Cô#‡, ta phải 


__ có dẫu đẳng thứe, tức là Êt 


Kộ 7 iu  h Y9 /EẾ" (0u S5 LẢNh 


hay Âì „si Ứy = Ứa› Ÿị >~= #a. 
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2B Theo định nghĩa, ‡a CÓ 


Ân s4 — w 'Ùk dt, cự 1u Na, ak, 


“ —= 


: ` _ "¬. HT " | 
" ì \Dị- = 2, và: J: _X` +: bk 

" _ "¬ ...... | ¬ — ¬ 
Bất đẳng, thức trong đề bài tương đương, VỚI. 


/, I¬— { _ | 
| - : | nà h . . 
_ "¬ bừ 3 ị x - Lb 
S2 ' Š q N T : XĂNG *v¿ 
" : “ : | _ . 
| : ` : ' ị " HỘ ¬ hon cm : - ` 
¬—= - . ... _ _ | 
ST Su cu  NeỘ «3 
' X . ———. ... 1,11 | 
x Ä | . | PR | _ _ " " - : ` hi _ ~ 
¬ ? - l ` : _ ra nà . ¬ l : _ 
% , Ặ | kÝ_ ¬ ¬ ĐA 
: —~. \ r ” . : L5 
¬ " | . ~ `. ty đ " ¬ _ ` x.. Ỷ 
_—¬ ha ke _ ¬ 
' . z - ¬ 


z1 , s - k Xị - 


* + : - 
[: | h _ _ _ | 
 —— _- -—.  †NGscH====-Lnn. Ð. „7 TH" NN -mhươnnh + : “~. rr .. = —:  ..—¬.._ _. nh. R.qmn —nN SP. —— : 
- " ° - z 
_ " . ` 
h . ' h - . 
- - 
' † . 
U ' _ - ' ` 
LH ' : 


: 
- NănH 


.. 1 


" _ } 


+ 


tnbh" ^ Ty + _—) + a0) To se. +aa bề 


b 
+ * 


„1a hãy chứng mình: rằng vỏi giả dhiết vo + _ 0 
" (0), thị bất đẳng thức €1) tương. đường: vớt ¬_ 


: . ¬ NỘ to " 5 ¬ . " : 
ˆ | - Tố 3 # : 
nụ > * ỉ " # _Ỷ ' 

Pu " , ` . , ". ¬— 
»- $ Ạ „ ¡ 


Muốn VẬY, trước hết tí hãy chững ninh. 


mm... mm ==—... 


_Mệnh đề. Nếu Ạ, B, €, p là 4 số dương thì các bất. 
| đẳng thức ¬ TỦ vu | 
‹ " - 4C € , 4 . † 
| _ x5 _.., < D .-` 
là “Tương đương. " " s 


"¬ Chứng minh, Đồ là vic các bất đẳng t thức sau đây là 
¬ tương nương. 


12) BC, Ầ -_ =—=- «<XÃ —. -ô) 
¬ < x PB p' - 
¬ Mệnh đề được chứng mình. " 
Bây giờ ta đề M rằng bất đẳng thức a > b tương. 
đương vời... ¬ " 
: — ` T ai " ¬.. ae. _ ĐK 
¬ , <y <b < {Sim | pp- ¬ % 
s. 'hay (nếu có. 4: nào bằng 0, ` ta loại tỷ số tương ứng) - 
¬¬..T.ẽ. +aa2 ¬ -n-1 q11 a0" 
— Œ——  < Ấ se SỐ ————— e 
4. _ _ ;Ð " m,Ù2 > _ › na bn—1 < ‹Äủnp A2 b0 


^ - Áp dụng mệnh đề trên. nhiều dần, thì được Mất đẳng 
¬ thức LÒ, 


—— 


930› 8) Ti hấu, xét trường z hợp n = đ, Các số. đa, 


ch kh đ; có vai trà như nhau, nên có thể giả thiết. AM 
| ' cay > ˆ > đ., ¬— mm" " () 
Thểth) .  —= ¬ " 


H 


(đ—4;)(¡ —4)+: (đ-~0:) (0ạ—4,) +. (đợ—m) (<0) — ~ 


. =(đị — đa) [lứa - — (¿) — (đa —] + (a—a;) (đa gã) = 


= (8i—44}. + ( — mm 
_Biều thức cuối củng Ì là không ảm đo giả thiết ). X 
LYN > 


Vậy mệnh đề đúng khi n —= 3. 
b) Ta xét tr trờng hợp "n == > Cũng như trên, có thể 
giá thế ~ 


“dị 2> dạ 2> dạ >4 s2 _ ˆ "N ` 
Thể(h ~ ¬ 
(đ — đạ) (dị — _đạ) (ay - — độ (đa — gg) +- "¬ 
-E(đạ — a) (qạ — đạ) (q; — đị) (d1 — đg) = 
" — q2) [(q; — qạ) (mộ — đụ) (đ —0)- —=' 
— (đạ — đ¿) (đa — 4) (dạ —.đ;)} ` (3) ~ 
Do (2) ta GỎ 0; — dạ > Ú, và biểu thức trong ngoặc 
vuông cũhg không âm bởi vì, —_ ¬ 
( — úy >> dạ — đạ 2 Ó, di: — dạ > đạ —- dục >„ 0, " ' 
Œy — đý 2> đạ — qy >0. " 


„- 


_ Như vậy biều thức Ở vỆ trải của (3) là không âm. 


_ đa lại có, do - 
_ (8s — d;) (dạ — _đạ) (a,- — đ) (đà — fg) = Hôn 
__ = (đị — dạ) (đ; —. âạ) (m —— ~ 4) dạ — 4) >\ 0. . 4). ` 
Cuối cùng  „ Khi " " 
_ (đạ — ) (% —8/) (d6, ¬ — - 8) CC — - 8) + 
— + (q + 4) (q; — đu) ( —= #g) (qy — 'a)= 
— (đ, — — đ;) [(đị —~ đg) (đ¿ -— đị) (đạ — dg) — —_ 
— (dị — - độ (đ : ') (đa — qạ)}-- _( ' 
.Theo (3), ta có q, — q; > 0 và biều thức trong ngoặc 
- vuông cũng không àm bởi vì : 


^ _.„ 


- ` ¬ 


_đị— d; > dị — dạ 3Ú, ũy — - dy > dạ — dự, > 0, 
đa —fy> dy — d, > 0. 
_Vậy biều thức Ở về. trái của t 2) là không ảm. 


L | 


Thành thử tông của các. vế t trái của (3), (4), (5) là 
không âm, và mệnh đề đúng khi n = | 

c) la hãy xét. trường hợp ñ chắn n> 2), Lãy 
' _đ =—Ì, dạ =đạ =.. = dạ = Ô. _ 
Khi đó trong tông ớ vế trải của bất đẳng thức, chỉ cỏ 
số hang đầu tiên là khác. › số hạng này bằng 

(đ — ) (dy— Qì... — đụ ) = — 1)" ! <0 


vì n chẵn. Vậy bất đẳng hức không đúng, tức là mệnh 
đề không đúng nếu n chắn. 


d) Cuối cùng xét trường hợp n lẻ với n>7. Lấy 
dị = Ì, dạ =Ng = (d¿ =2, dg = đdẹ==... —= dạ = Ó. 
Khi đó, trong tổng nói trên, cũng chỉ có số hang đầu 
- tiên là khác 0 và bằng Ẳ 
(đ— qạ) (đị — L (m - —— đị)(qg — đ;)2..(dy — đa )= — 1<0, 
- Vậy mệnh đề cũng không đúng trong trường hợp này. 
Bài toán trợc chứng. mình, 
231. Từ giả thiết, suy ra rằng „ 
-0<ps t1, 0<g<1, 1+p=q, 1—-q=htP. 
Vì vậy” | ` | | 
có đợc in g0)” = _ 
=[ TT -:)] + (— ph) + (1 p®}# +... +. 
+: ptàn=H == p1 + —p)@l+p+p? +. 
te) á im lở đ+rp+ p. +iec tp + 
+ ọ — pm ứ t+bp+ cm +ua + ph2UP) = = 
= p°[Í + g( + p + P2 +... + PP) + gẤÓ + p +. 
+!) +... + p4 (+ p+p3+...+ p1"'1l<s 
S”W.+p+ # tac tp pm !(l+g+ „+ 
——— 


229 | 


Tương tự 
{—(1-—0" <4° +ự g2 Đai + 
+ gm~ 1)8—1({ + p + p? +: y2 pn=1), (2) 

Các vế trái của. (1) và (2) là bac âm, do đỏ có th 
nhân các vế tương ứng của hai bất đẳng thức ấy và được 

[—-đŒ—P°*}]1— @— a""]< 

<pqm(Í + p+ự. + phh1)®(1 + q + .. + gen = 
=[qq +p + .« + ph~]“[p(l + q + .. + gth9h= 
=[q —ø) + p +... + p*ƑP[d — g)\(1 + q +...+ 

+ g0-1)}" = (1 — ph)P(1 — qỆn, 

Khai triền vế trải của bất đẳng thức trên, ta được 
Ga 1n /n an han cscg  —g—"}* < 
<q— pm" — ø")", 

do đó Mẹ 
(1 — ph)" + (1— ạ")" >1 
_282. Vì _ 
: . (li — 11—... — Z#ạ)° 
/q ._ đ1,..-; 1 — Tn ) án . #4)...(1-— #a) m= Sa , 
nên bài toán quy về phép chứng minh bất đẳng thức 


(® + «. Ð đn)P | (n — T\ —:.. = Ta )" 
12a... -3'n Am +1)..((Í — #n ) 


hay 
+ + ..‹ +—- Tn ụn +1 .uất 
————————-- |) >_—— 23” A".SB..... | 
h — 1 —... ~ Tn ] - (1 — zjJ..( — #n) _- 
với gia thiết 0< Ti < Hộ (Ì = †, 2,.„, #), và chứng 4ô 
rằng ở(Í), dấu đẳng thức chỉ xảy ra kiii 22. đá 


20 


Ta hãy xét trường hợp h=2. Khi đó, ta phải chứng 
minh rằng. 
_—" "#2 _ }> ——- Ớ) 
sẽ +1 — #2 -= (1 —#2 (1 — 3:2) 
Bất đẳng thức này tương đương với 
(4 + #a)3 (1 — z¡) (Ì — #2) Z xua) (2 — %4 — 32) 
ĐẶt s =1 + Zai D = đi thì có thê viết bất đẳng thức 
trên dưới dạng 
s2(1— s + p) >> p2 — 3 
tức là | 
sa — s3 + ps?>>z4p— 4ps + p® 
Bất đẳng thức này tương đương với 
s2(1 — s) > 4p(Í — $) 
hay 
(s2 — 4p)( — 3) Z Ũ, 
tức là 
(zi — #2 ( — #t — a) 2 Ö. (3 


Vì z¡ + #¿ <1, nên bất đẳng thức (3) tức là bất đẳng 
thức (2) đúng. Dấu đẳng thức chỉ xây ra khi : 

.— hoặc ti = #a;y _ _ 
| L 


— hoặc 1 =#i + 3. Nhưng vì z¡ S „ Đa x 
nên điều này chỉ xảy ra khi +z¡ = #a = = : 


Thành thử bài toán được chứng minh cho ñ = 2. 


Ta hãy giả thiết rằúg bài toán đã được chứng mình 
cho n, trên cơ sở đỏ, ta chứng mình bài toàn cho 2n. 
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Quả vậy, giả thử. | 


0 <#øx< „ (k = tt, 2..., 2n). 


Đặt 

N¡ =. 4+ T #a _— «. T đn bỏ = ni T s4 + “tan 
tt n 

1 1 

thí 0< t)<€ —› 0<Ä¿< 2} 


vậy theo phần: đã chứng minh, ta có. 
_ Xy + 2 ì XI: " 


: __— Ẻ3 
hay Ỉ Si Giang: chối Chai LẺ ] > 
2n— +: — Yạ — ‹..— Tạn 


n — 1 —_Uy, m— M BÊ 


n —#n+1 —..."— Tan 
Cả hai về của bất đẳng thức đều không âm, do đó có 
thể nâng lên lũy thừa bậc n và được ~ 


( Ty + đa +- .‹. ĐÈ đạn l§ > 
3n —. ‡:— +a — «,© — Tan 


> TT =——xI =——- |: (®) 


n —_— T4 _— ,sạ, — Tn v ưa) 'n+í _—=g.hh Tau 


Vì bài toán đã được chứng minh cho n, nén ta có 


1 + ‹. + +ụ : l '!2442e\.2g | 6) 
=7. | 3s ==..... Ú) 
n—¿—...—#a | ˆ ( —#i)(1>—3a).-(1—~#a ) ) 
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và | 
_ :+.n 


mm... ] „ ——®ntiZn — (7) 
"`. .= — + —#aù ấ (I — #n+t)..(Ì — #an ) 


Tử 6), @), (7), ta suy ra 
| 14 + #a +... + Tan Jh> 
& = đ— ai se tan 
4112 +‹- %2n ¬ (8) 
h= a;)(1~ +a).. „(l—#an ) 

Đề có dấu đẳng thức Ở (8), ta phải có đấu: đẳng 
thức ở (5), (6), (7), tức là sả (6), (7) z điều này chỉ 
'xảy ra khi 


¡ = Yạ =.... — +Tn; #au+1 SE... = Tan, 
và | 
#ị +} 2a + ‹(ó 1a - Tnri đ ‹« + Tan: 
mm n ¬.<4 j SP l3 k 
tức là khi 


Thành thử bài toản được chứng mỉnh cho 2n.. 


Đề kết thúc phép chứng minh, ta hãy giả thiết rằng 
bài toán đã được chứng minh cho n;. trên cơ sở đó, 
ta chứng minh bài toán cho n — 1. 


Quả VẬY. giả “thử Ũ <Ấzv<S _ (k = 1, 2%;.,n — ẲÙ). 
Đặt 


Hổ } + xi nhu: 
n-— † 


Tu. = ` 


thì 
1 
0 kss===l 
<#u-<Š 2ˆ 


Áp dụng bài. bạn) cho n SỐ tụ, 2e Tn› ta được: 


LÀN vẽ „+ “` n—1 
#‡+.. + Ta~1 —mn 
—_____—_—_—_—— > 
x1 bại ?°.“. + ““n—1 
1 T41 —-*— ®nT1 T———Tn —TT TT 
T251" áo SE" sai Noo 
112: =Ÿn—1 : . ` 
| ˆ Ïñ—Ì.. 
¬”——=c=-—. (9) 
: TP txPF đR-= | 
(1—z)..- (—n~—1) \ SE TT) 


hay 
(rạ +3 TT. )> #1... Tn_-1 
—————---—] Z>———. x.n. 
(n — 1) — F1 niên ... —— hình ( — an): (| —#n_—1) 
*x ‹1q +... ®* n4 l -Ì 
(t+— 1) 1—..-—#n—il 


, : [ ñ . 
hãy ịn 0< ai + da + +. Đ Tayt ) 


_— 
2 


: Ta T} « ch Tan 'H | 
(—-—=—>—}]| >z 
| —c —n--4 - 
: đg se đTn_t 
#:q ——43) .. .q — na) 
Đề cỏ dấu đẳng thức ở (10),.thì phải có dấu đẳng thức 
ở (9), -điều này chỉ xảy ra khi 
+) _- ‹ + đa_1, 
n— Ì : 


(19) 


_ #¡= cp CE đc T= 
tức là khi | 44 = Tạ =...= Tu~1. 
Bài toán được chứng mình hoàn toàn. 
238. a) Biến đồi-bất phương trình đã cho dưới dạng, 
tương đương Ệ —) + > = — Ì. 
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Vậy nếu: _ 2T 


# 
, 


_—— 
_— 


_ b 
1) a<b thì 1— T0, đo đó x> ‹ : 
suy ở 
2) a — b, thì bất phương trình trên trở thành. 
0x > 0, 
hất phương trình này Yỏ nghiệm. 


3) a> b, thì an. <0, do đó: 


b) -Biến đội bất phương trinh đã cho dưới dạng tương 
"đương: - (a+3)2>—- 


Vậy nến : 
"' -=—= 2 thì + 2> 0, do đó +z > ———, 
cưng : a++^> ? qa+.2) 
-2j =— 2, thì bất phương trình trên trở thành 
0+ > — 1, nó được nghiệm đúng với mọi giả trị +. 
3)a<— 9, thì đ+ 2 <0, do đó < —— TS. 
qd(a+2) 
c) Chuyền về phải sang vế trải, thì được 
Eo<EaisL TSEEPSL.2ngg., _ 2ab (+† Ð 


> Ủ, 


hay (vi dò > 0U) | "  Ọ, 


_Do đó, 
_1,. Nếu q>b> 9, thì  — "3 > 0, vây >>  E, 
2 Nếu b>a>0, th. d2 — bâ < 9, vậy z < — Í. 
đ) Nếu a < 0 thì bất phương trình vô nghiệm. 
Nếu a= 0 thì bất phương trình trở thành 
| 0x + b1<0 
do đó: | 
— nếu b = 0, thì + tùy ÿŸ;› 
— nếu b >è 0, thì bất phương. trình vô nghiệm. 
Giá thử a> 0. Bất phương trình đ& cho có thê viết 
dưới dạng — qd< + +Ù<q, 
hay chia cả bai vế cho ø (đ > 0) 


đo đỏ —1~2<z<l— LAI 
| (L xM:¡ 


284. Nghiệm œ phải thôa mãn đờng thời các bất 
-phượng trình _ 
a) <1, b) 1†# ca, 
—ư+ 1 —đ 
Bất phương trình a) có nghiệm là 0 < z < {, bất phương. 
trình b) có nghiệm là # < 1/8 hoặc # > 1. _ 
Như vậy.n nghiệm- của bất "- trình đ§ cho là 
;,1- 
0 —. 
_ < #S ng 
235. d} Vì z2 + Z + 1>09 với mọï: giá: tỆ ®% nên 
_ ta có thê biến đồi 


— 9(22?+ +z+1) < 32 - ~ mz ~ 8 <8 @À+#£+ab 


-zy Đề có bất đẳng thức | _ 
—# +1) nh me 6 
hay . '12z‡ — (m=9)z+3>0- 
với mọi diá trị z, điều kiện cần và đủ là: 
(m— 9# — 4. 3,12 <0“ 
hay --12.< m— 9 <12, 
hay —3 <m <2 _@ 
6) Đề cớ bất đẳng thức | | 
_ 3z5 — mœ — 6 < 62 + + + 1). 
hay 3z! + (m + 6) + 122 0 | 
với mọi giả trị z, điều kiện cần và đủ là 
(m + 6ˆ—4.3.12<0 


hay 12 SA) + 6 <<12, 
hay __—18 <m<.6. (2) 

_— Như vậy m L phải. thỏa mãn đồng thời các điều kiên. 
(1) và (2), tức Ìà _~— 3 < m < 6. 


b) Ta cần có s). m> 0; 
`, 8): 4— m (äm +1) <0, hay 3m2 -- m — —Ý4»9 
Vì âm + m —_á4=3 ‹ (m +) (m->Í), nên 


ii =  hoẶc mộ» 1 


Kết hợp các. điều kiện 2) và B) ta đi. đến đạp E số: mm > I1. 
286. Đặt 
ƒ(œ) = aa +b(1 ` cá ~) = 
=c®+(a—b—e)z+.b. 
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g(z) —d+ + c(—~*+) — b+ (1 —.+) = 
_= bx2 + (a—b—c)& +!€, 
h(+) = Ò% + c(1—#) — ar(1— +) = 
= a2 + (Ù—d—c)}a++(c. 

Có thề chứng minh dễ dàng Rằng các tam thức ƒ@) 
g(2), h(+) có cùng biệt số . 

A = (a—b—c)3 — 4bc = (b—c—a)? — 4ac. 

VI /(r) > 0 với mọi giả ri z, nên À <0,từ đây 
suy ra rằng khi đỏ sứ) > 0 và h(+) > 0 với mọi 
giá. trị +. 

237. a) Chuyền sang vẽ trải và rút gọn, chúng ta 
thu được bất phương trình mới tương. đương 
; @œ—1) (+—2) (+—3) 


>0, 
(+2) (+3) 
Giải bất xiện trinh này bằng cách lập bảng tả 
được —3<z<—2,Í<a<32,x>3. 


b) Sau xải phép biến đồi, ta đi đến bẩt phương 
4+rình tương đương: ., 


` —_ (Œ+Í) œ2) - 
_ (@+Ð (đ2—z-+1), 
Với điều kiện œ s& -— 1, thì bất phương trình này 
“UP = lá - 
tương. đương với ` P-EESPN] < 0. 
_VI 4223 — + + 1> 0 với mọi giá trị +, nên ta đi đến 
đáp số : s #<2(@#—']). 


c©) Đặt g>—¬ +2'+/4+ + 10, thì có thể viết 'bẩt phường, 
trình đã cho đưới dạng - ÿ ?)<: Ũ, _ 


do đỏ -ô- PT 0<yw<? 
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Thành thử ta <ií đến hệ bất phương trình 

_ 0 <2 + 4z + 10 <7. (1) 
Hệ bất phương trình (1) và do đó bất phương (rình đã 

cho có nghiệm là se Ð < z <—Ì]. 
_đ) Bất phương trình đã cho có thề iết dưới dạng 

2—z ¬ 1—2z 

+zA(x + 1) ˆ +z2Œ — 3) 

-Với điều kiệnz =0, thì bất -Aïgbie trính này tương 


sử 23—+ 1— 
ả với —— — 0, 
2n 2bibá c+1 42—=ä- _ 


Thành thử nguiệm của bất phương trình đã cho là - 
3 —1<z<00<z<tl, 3<x. 
238. Hệ bất phương trình đã cho tương đương với 
— 0< +-_ 4# 5, 
MS eÐi 1 <3. 


| .Bất phương trình đầu có nghiệm  — 1< #< >, 
còn bất phương trình thứ hai cö nghiệm — ‡  # < 2. 
_Vậy nghiệm của hệ là _ n/Ÿ, <#< 2. 
239. Có thề viết bất phương trình đã cho đưới đạng: 
=l< 42— 5t + 4 <1 
z2a—4 


a) Bất phương trình 
_-1< == 5z + 4 
; r + ^— 4 + 


có nghiện - | ... n < 2, —< <<. 
+3 MA 


%3 — 4 ¬ 


hỳ Bất ý bug2 trình 


_8 
có nghiệm - — 2 <Ấz< = .<® 
Thành thử nghiệm của bất phương trình: đã cho ly 
* ST  . Ề 
An 
240. Bằng cách chỉ ra biệt số của phương trình 
_để tho luôn dương với mọi m ta thấy phương trình 
luôn luôn có hai nghiệm: phân biệt với mọi giá trịm, 


- Gọi + VÀ Za là bai nghiệm của ' phương trinh ẤN 
với 2 kế +a. Đài toán yêu cầu xác định m sao chọ: 


‹a +2 TT <e#<2 


Như vậy theo định W đảo về. dấu của tam thức 
bậc hai, ta phải có đự HỘP ƒŒœ) là vế trải cúa phương 
trình đã „c©bo) : 

A) f— 1) >0, b) ƒ3> 0, 

c) — 1 < ®«< 2 

hay - 

a) 4 + (3m + 1) — (m +2>0, 

kẻ 2n: tr SG LG +2)>0 


Giải ra na được —. , m <: — 


241. Cách 1 — Vì 2+=|L— đụ U; nề ta. phải chứng 
minh rÑng với mọi giả trị Ú, ta. đều có 

1 

mẻ Nhi 

hạy _ 262 — 10g + 1> 0. 


- Bất đẳng thức này đúng bởi vì 
25u2 — 10 + 1= (Ô — 1ý 
Cách 9 — Theo bất đẳng thức Svacxơ la có 
1=z + 4u =1.z + 2.2U< 
từ đây suy TA _ z2 + 4ˆ 2 ¬ 
242, Có thể dùng bất đẳng thức Svacxơ như tron§ 
bài toán. trên, ta được 
42P2Œ2 —= 42B) (4x + bụ)? = (aB. 41+ + bxA. Bụ)2 
< (l2 + bA)) (432 + H2U?). | 
từ đỏ suy ra bất đẳng thức phải chứng mỉnh. 
243. Phương trình 1 — 2p+—4? = Ö có hai nghiệm 
ð©= pezVjP S0 6U €1 g To vp2 + q 
vì vậy ta CÓ u>>p + Vp? + đ?. @) 
Tương tự, phương trình +3 — 2qgz — p2 =0 có 
hai nghiệm +”, #› 
x;7=q— VI? + ? <Sz;—q 
do đó +; <U < 3x đặc biệt 
¬......... _ (2) 
“ng (1) và (2) thì được kết quả phải chứng mình. 
: Hit Cách 1 -- Ta hãy lấy a4 và 6 là hai số dương 
ùy ý, và xem hệ phương trình 
a1 + bỤ =C + 4, 
(Œ+«® + b'ụ = c' + §. 
Vì ab`'` — ba` © 0, nên hệ (1) có nghiệm 
TT ci65i-)1 2S mì (21) Hi, 


rp1~ tự. 


(1) 


ab` — ba' 
„— 9 + 8)— #Œ + s) 


qb` — bq«' 
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Rõ ràng các giá trị này là một nghiệm của hệ bất 

phương trình 
+ 0U >c }) 
ga + b*u> CỶ; \ (2) 

Cách 2 — Gọi D và D' là các đường thẳng trên 

mặt phẳng tọa độ, có phương trình 
at + DU =c và d+w + b'ụ = CƠ. 

Vì aÙ* — bơ +0, nên D và D' cắt nhau, do đỏ hai 
đường thẳng này chia mặt phẳng tọa độ ra 4 miền. 

Tập hợp các điểm (+, g) có tọa độ +, g nghiệm hệ 
bất phương trình (2) là một trong 4 miền ấy. Quả vậy, 


4 miền này là tập hợp các điềm (r, /) thỏa mãn lần 
lượt các hệ bất phương trình 


rltlCs-lat TỶ. 
g+ + bPu>c — Ì) đdx+ bụ< 
_ ¿ a~ + bụ <€c ( œ' + bụ <€C 
— Ệ ang + bu >c ˆ } œxz--bụ<c©. 

245. Gọi D, D', D?” là các đường thẳng trên mặt 

phẳng tọa độ, có phương trình lần lượt là 
A=0,P=0, C=0. 

Ba đường thẳng này chia mặt phẳng tọa độ ra 
nhiều nhất là 7 miền (trường hợp các đường thẳng ấy 
không đồng quy và cắt nhau từng đôi mội). 

Mỗi miền chứa các điề m (+, ý) với tọa độ 4; ¡ là 
nghiệm của một trong các hệ bất phương trình đã nét 
trong đề toán. 

Vì số miền khòng vượt quá 7, nên trong 8 hệ bất 

phương trình đã nêu, phải có ít nhất một hệ vô ¡ghiệm. 
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246. Giá thử tồn tại một số + thỏa mãn điều kiện 
của bài toán. Vì tích các chữ :›ố của + là một số nguyên 
hông âm, nên 


0 € #2 — 10+ — 22 = [#z — (5 — V47)] [z— (5+v32)] 
Nhưng z>0 nên +z_— (5 + v17) > 0, vậy ta phải 
có +>zð + VI? = II... (1) 
Giả thứ số + có dạng + = đa đạ_—¡...đị dạ 
trong đó dạ, ‹1,..., đu là những số nguyên, với Ö << œ <9 
(=0, †,..., n) và an + 0. Thế thì 
| — 10% —- 22 = dụe;... đu_¡ đa < 9ndạ < 
< aạ + 19a +... 1+ 0ˆqn —=+ 


vày | +3 — ll+z _— 2l <0, 
hay — z— Kƒ“= (z R _ <0. 
vì _ — = 0, nén 
z < "— =12,... (2) 


Số +z là nguyên, nên từ (Ú) và (2) ta suy ra rằng 
+ = 12 (nếu nó tồn tại). 


Thử lại : 
(12)? — 10. 12 — 22 — l1il — 120 _— 22 
do đó bài toán có nghiệm + = 12, 


247. Trước hết ta hãy nhận xét rằng hệ đã cho 
“hông thay đôi nếu ta thực hiện một phép hoản vị 
vỏng quanh của các số 4+, , zạ r¿; 1y, Như vậy, nếu 
(đ, b, c, d, e) là một nghiệm, thì chẳng. hạn (Ö, c, de, a) 
cũng là một nghiệm, 

Đề tìn tất cả các nghiệm của hệ, ta hãy phân loại 
các nghiệm theo hai loại : 


BC 
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[. Trong nghiệm (Z+ Z¿, 7g, Z¿ +;) có ít nhất một 
số bằng 0. 


H, Irong nghiệm (T;, ếx +s, Z, z;) không cỏ s§ 
nào bằng 0. 


Ta hãy xét từng trường hợp 

lL Do nhận xét đã nêu, ta hãy tìm nghiệm trônh 
đó z;=0. Từ bất phương trình thứ hai và thứ tư, 
Suy ra 2T — TT; = Ô. 

Khi đó các bất phương trình thứ nhất, thứ ba, thứ 
năm trở thành 
U >> —#z#, (x9 — #;#;) = —+; TgTs + 13v) = Z) xã 
0 >> 1šxi — xa1ŸTy —xarirs + xix) = xia{ + a2, 
0 >—3xr, (x; — T1.) = = Taxi x....... 
| Như vậy ca —= Lạ+z —= ‹tạT; — 41g11; —= 0 

Thành thử +iz¡ = 0 với ¡ + 7 (, j = LL 2,3, 4,5), 

Điều này xảy ra khi và chỉ khi trong năm số +¡, có bốn 
số bằng 0, còn số kia là tùy ý, : 

1. Trong trường hợp này, ta hãy nhận xét thêm 
rằng nếu (T, 3a, rạ, + +;) là một nghiệm, thì (fzy. 
Erạ, Ea, Er¿, Erý) cũng là một nghiệm, với f tùy ý. 


Bây giờ ta hãy đề ý rằng theo bất phương trình thứ 
nhất, tích zaz;¿ phải nằm giữa hai số dương z?, z‡, vậy 
Zr, > Ú, tức là +, +; có cùng dấu. Tương tự, theo 
bất phương trình thứ ba, Suy TA rằng #Z;, ở có cùng 
dấu. Lại theo bất phương: trình thứ năm, suy ra rằng 
#a; T4 có cùng dấu. Cuối .cùng, theo bất phương trình 
thứ hai, suy ra rằng +, Z; có cùng dấu. 
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Thành thử cả õ số “Tạ Tạ, T4, #, có cùng dấu, và 
do nhận xét vừa nẻu ở trên, ta có thề giả thiết rằng 
+¡ > 0 (=1, 2, , 4, 3). 

Đề tiếp tục tìm nghiệm, ta có thể giả thiết (do nhận 
xét đầu tiên đã nẻu) rằng +, là số nhỏ nhất trong các 
số ly <ạ, F3; 4; +%. 

Từ các bất phương trình thứ nhất và thứ năm, suyra - 

+ạT; < 19 T;#, < ổ, 

^ : 

tức là Séc ẻ nu (1) 
Tạ - ăn ` đc 

Ta hãy sơ sánh z¿ và.+,. Hai khả năng có thể 

XâV Ta Â) +a¿ < +;. Từ (1) ta có 
#ị S 2: < 1¿ < đị. _ @) 


Từ bất phương trình thứ hai, suy ra z2j< rự#i < . 
như vậy phải có #¡ < 3s < 1+. 

Thành thử z;¿, + đều nhỏ hơn hay bằng y _ g 
do đó theo bất phương trình thứ tư, suy ra rằng hoặc 
Tạtạ = m‡, hoặc 1+; = r;. Do đó; 

8) Nếu Z;#z; = z‡ thì 1 = Xạ — +. Từ phương trình 
thứ ba, suy ra +;7; = zŸ, VẬY Ta —= 1; = 1ụ. 

Thành thử cả ã số +¡ đều bằng nhau. 

b) Nếu #qr; = +ÿï thì theo (2) ta có Tạ —Yy—1;=1a, 
-_lử bất phương trình thứ năm, suy ra +, = tị. Thành 
thừ cả 5 số x¡ đều bằng nhau. 

Ö) z; < x„. Từ (1) suy ra 
+ S 14 < 4®; <S 1+, (3) 

Theo bất phương trình thử tư, ta có xÌ< Ti € + 

như vậy ta cũng cơ 
+ S ?( < 8g. 
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h » "¬ „ : = đ„ F 
Thành thử 3;¡. +, dều nhỏ hơn hay bằng Z, +4, do 
đó từ bất phương trình thứ hai, suy ra hOẶC Z‡14 =—= đây - 
3 `". ` 
huặc +;1, = 1; VI VậY - _ 
An, 2 
a) Nếu dị =: d3: thì theo (ð), ta có Zi—=1i=4;=+, 
Từ bất phường trình thử tự, Suy ra ty = ấy, Vậy 
cả 5 số +, đều bằng nhau. 
2 | 
trình thứ ba, suy ra 1ạtf?; = dị do đó da máy = dạ 
Vậy cá 2 sỐ 4, đéu bằng nhau, 
Tóm: lại hệ bất phương trình đã cho có hai họ nghiệm 
(4, Ta, đay Trị; Tg,): 


1: Mót họ trong đỏ bốn số +¡ bằng 0, số ttitô năm 
là tùy Ý. 


3, Một họ trong đó cả năm số z¡ bằng hữnh (bằng _ 
một sò tùy ý), 

248. Đề cúc căn thức có nghĩa, cần phải đặt điều 
kiện + >5 . _ (1). 

Binh phương cả hai vế của phương trình đã cho 
ta được 


2w bà Di ng 3 -- 2v2+r + 1.V+~z—3— 10, 


hay _2vV2x + 1.Vxz—-3 =3(6— +). ) 
Về phải bắt buộc phải không âm, vi vế trải không âm, 
nên phải có điều kiện + < 6, (3): 
Sau đó bình phương cả hai về của (2) và rúi gọn lại 
thì đi đến phương trình +2 — 88a + 336 =Ũ 
có hai nghiệm +; == | và tạ — 81. Chỉ có nghiệm đi 


- chấp nhận được vì nó thôa mãn các điều kiện (1) và. 
(3). Vì vậy ta có + = 4 là nghiệm, 
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249. SÃ Từ biêu thức của phương trình đã cho, ta 
thấy rằng cần phải đặt điều kiện a + # > Ú, ađ— + > 0, 
Hơn nữa, về phải của phương trình là một số dương, 


nên về trải cũng dương, do đó d +} # >daư—a. 
Tất cả các điều kiện ấy tương đương với 
— a.2 + > 9. | (1) 


đới điều kiện (1), ta có thề bình phương hai vế của 
phương trình đã cho và được phương trình tương đương 
=f£+Lsiec==t ST = 
(a +.z)— 32 va Tgggg1 


_ 8d + — + 
tưng _= EÙ 
hay ab — bva3— +2 —a + vd2 — +2 
Từ đáy suy ra {a2 —2+z2= Ti : ° (2) 
Vẽ trái của (2) là không âm, vậy vế phải cũng khỏng 
âm tức là ta phải có b > 1. 


Khi đó có thể bình phương hai vế của phương trình 
(2) và được LOỢNE trình tương đương: 


do đó +3 = ø8— d4 TnÌ = 
- [° + 1?—(b— 3] _ _ 4a3Ð 

(bù + 1ˆ (b+ 1} 
Yla'> 0, nên ta có 2avb <u.~ (3) 


li ru lên: 


* 
=- 

-+ 
~ 
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Ta ph¿i kiềm nghiệm rống giả trị này của + thỏa 
năn điều kiện (1). Nhưng theo bất đẳng thức Côsi chọ 
qai số không ảm, ta có : 


b + Í > vb° ` Vậy 2gvồ.. P= 

§ | b EE | 

Thành thử phương trình đã cho có nghiệm (3) với 
điều kiện b > Ì. 


b) Hiền nhiên rằng nghiệm x của phương trình 
phải thỏa mãn điều kiện _ 
w > dvà + > Ò, () 
Sử dụng tinh chất của tỷ lệ thức 
A _ (C ŒC— A 


BD D=B. 
thị có thề biến đồi phương trình đã cho như sau 


— W.E—u 
" vư—b—_ T——=b 
cv ằcn V›—a" 
: q 1T—ÈÐ 
do đỏ — =. : hay d(+ — đ) = b(+ — b) 
b +—g ` 


Như vậy ta có 
(d— b)+z — #2 — È2ˆ ~= (aq — b)(a -+† b}. 
Nếu a——b+0, tức la nếu ạzˆb thì đi đến 
+=q + Ùb, 
Giá trị này thỏa mãn điều kiện (1), | 
Còn nếu a = b, thì hiển nhiên phương trình được. 
_nglúệm vời mọi giả trị + (thỏa mắn điều kiện (1)). 
Thành thử - nếu đ3+ Pthì tr d+D, 
-— nếu a = Èb thì z tuy ý 2 8: 
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ø50. Nghiêm + của phương trình cần phải thỏa mãn 
điều kiện ~ b<z<dđ. (1) 


A +-Ö l 


_với A= v q 1; B=Y z— b,thìcỏ thê viết phươnổ . 


trình đã cho dười dạng 
_(q—#)—V (a—+) (@—b) + Œ— b)=d— b 
_ TT Ha cac 
hay _— V(q — +)(#—b) = 0. 


Sử dụng đẳng thức 


Từ đây suy Fa +7=q, + = Ù, 

Các giá trị này thừa nhận được vì chúng thoa mẫn 
điều kiện (1). 

251. Đề các căn thức có nghĩa, nghiệm của phương 
trình cần phải thỏa mãn các diều kiện 


4a ¬ b~ | 
q An có "-. < áp 8L _.. * (1) 
Ạ RẺ vi. 


Ta hãy biến đồi phương trình dưới dạng 
V182 +v1b+ gõ =3V 4+ 52" 
Bình phương cả hai vẽ, rồi rút gọn lại thì đi đến 
vn be ste,Vvib+da—5x = 2(q + b— 2t). 
lại bình phương lần nữa cả hai vế và rút gọa, ta được 
j3! — (d-- b) m + qÒ = Ô, 
từ đỏ suy ra + = 4 VÀ t = b„ 


Đề chấp nhận cá^ nghiệm này, cần kiêm BẾTIỀH 
lại điều kiện (1): 


1.Nếu z =q, thi theo (1), ta phải có đ <b. 
- 9. Nếu x = b, thì theo (1), ta phải có b < &œ 
- Tóm lại nến a € È thì c= 4, nếu b < a, thì x =È. 
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251. a) Có thê giải phương trình đã cho theo phương 
pháp thông thường (bình phương hai về đề khử căn 
thức). Tuy nhiên có thề đi đến đáp số nhanh hơn dựa 
trên nhận xét sau đây. 


Đề các cần thức ở về trải có nghĩa, cần phải đặt - 
điều kiện 8` Đà Ì, | 
hi đó về trải sẽ lớn hơn hay bằng 

vxr+ 3> VvI+3=2,, 
còn vế phải sẽ nhỏ hơn hay bằng 

Vì vậy hai vế chỉ bằng nhau khi + = 1..Đó là 
nghiệm của phương trình đã cho. | 


b) Đề các căn thức có nghĩa, cần phải đặt điều kiện 


| + >0. 
Ta hãy biến đồi phương trình đã cho dưởi dạng 
vz+9—vVaz+4=V++Ì— V#, (1) 
“sẽ... 
vz+9 + ve+t vu+l + va 
tức là vxư19 + vxz+idi= 5w+#1-1 + 5z (2) 


Cộng (1) và (2), ta được (sau khi chia cả hai vế cho 2) 
vxz+9—3Vxz+Ï + 2VZ . _@) 
Đề v rằng do điều kiện + > Ú, ta có 
3VE1T+2VE>3Vx#41 =v9z+9 > vv+9 


đấu đẳng thức chỉ xảy ra khi z = 0. Nhưng do(3). bài 
toán đòi hỏi đấu đẳng thức. 
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Thử lai, ta thấy rằng # = 0 là nghiệm của phương 
trình đã cho. | | | 
c) Đề các căn thức có nghĩa, cần phải đặt điều kiện 
+ >> T— Ì. 
Đạt u—=v2r +5 + vetl, thì 
„2 —= 3x + + + 2v(x~+3\(œ + l) = 
— 3r— lU+ 2v '(2r+3)Œ (œ1) 1 +20—u +20 


(đẳng thức cuối cùng ta suy ra từ điều kiện của bài 


toán), 
` Như vậy ta có u? — H — 20 —0, từ đây suy ra 
u = 5 vàu = — ‡. Nhưng u > 0, do đó chỉ có thê chọn 
H —= 5, tức là x2r 1+ ð + vư+rl=ð (1) 
Đề giải phương trir h (1), tà có thề biến đồi như sau : 

— C12 = xz+ 2 
2r+3 — va+l _ d2r +ỏ — vz+E ` 

hay 3v2r+3 — 5y++Ì = + + 2. (2) 


Lấy phương trình (1) nhân với 5, rồi trừ đi cho 
phương trình (2) thì được 


10Va+-+-Í — 25 — +. (3) 
Đặt p — vr+Í, thì (3) trở thành 
p2 -- TÚÙUp — 24 `. 0, 


Từ dày suy ra ø = 2và ø =— 12. Nhưng 0 > 0, 
nên chỉ có thể chọn Ð = 2, tức là v#+l — 


từ đày ta được r= 3. 
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Thử lại, ta thấy rằng đó là nghiệm của (1), tức lạ, 
nghiệm của phương trình đã cho, _ 


đ) Đặt u = #9 + +2, thì phương trình đã cho trở 


thành vu—1+ Vu + 2= 3. (1) 
Có thề biến đồi 
3e (u+2) —("—l)_ —_ 3 
vứ r2 — Vư—I vũu+2 -- Vụ —T ` 


hay vũz2—vn=l=l. - (2) 

Từ (1) và tri tasuy ra vu—l1=l, | | 

vậy u= 2. Thành thử ta cỏ x3 + 12 = Ä. _ 

Dễ thấy rằng phương trình này có nghiệm duy nhất 
# = 1: 

e) Có thề viết phương trình đã cho dưới dạng 
vVXx+TDŒ=Đ) cVvŒ+Œ=D =3 + Ÿ) 
Về trải là không âm, nên về Hi" cũng không âm, tức là 

+1> 
Đồng thời, hiền nhiên rằng x““ trình có một nghiệm 
là ° =.=rlc 
Bây giờ gia thử + zk — 1,tức là # + 1 vả 0, Chỉa 
cả hai vế cho vr + Ì, ta được | 
v2xz+B + Vư#—Ì =2V2+1. | @) 
Đề các căn thức có nghĩa, ta thấyrằng z2 Ÿ | 
Bình phương cả hai về của (1), ta đi đến phương trình 
2/x=1.vV2t+LÖ =+— |, M. 
Phương trình này có nghiệm  x = 1, 
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Giả thử z =E 1, tức là z > 1. Chia cả hai vẽ của (2) 
cho v#— 1Í, ta được phương trình 
2v2++6 = Y+—I. 
Phương trinh này vô nghiệm bởi vì 
2v2xz+6 = 2V2(x-—-1) +8 >2 v2r— 1) > Y+—]. 
Tóm lại phương trình đã cho có hai nghiệm là 
+; =— | và +; = Ì. 
——P Cách 1— Y trái là không âm (nếu nó có nghĩa), 
vậy vế phải là không âm, do đó nghiệm # phải thỏa 
mãn điều kiện + >>Ì. (1) 
Bình phương cả hai vế của phương trình đã cho, ta 
được sau khi rút gọn và đề đến điều kiện (1) 


— +Vvr3—l =- z+(1—2),. 


hay l1 #7, (2) 
Đến đây ta lại thấy nghiệm +z phải thỏa mãn điều 
kiện r<2 (3) 


Bình phương cả hai về của (2), ta được 
v3 — Í= x+*— tr + 4, 
Giải ra ta được nghiệm là œ =—= Bói 
ú) Về trái không âm, vậy vẽ phải không âm, tức là 
'- Ì >Ó, 
Có thề viết phương trình đã cho đười dạng 


(--l) + 2v £—1~+ l+\/ (x— Ì) —2tr— Í + l—=.rc—I, 


hay (\Wr—1+ 1; "-- V (vr—T1—1ˆ = .Y -— 1, 


hay \vioT bElitlerTOÏ—1lm+—1 () 
(Vì) vư—1 + 1>0) 
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Ta hãy phân biệt hai trường hợp: | 
1) va — I > 1. Khi đó phương trình (1) trở thành _ 
Vz—lI +1 + Vvr—l—l=zx_—l, 
hay 2v2— —=x— 1, 
hay 2—=ý1-I, 
từ đây suy ra + = Ö.- | 
2) va— <1. Khi đó giang trình (1) trở thành - 
wdre+l+ i+ 1 —-Vvr—I lL=#—], 
hay | 2—=xz—], 


do đó œ = 3, nhưng điều kiện này mâu thuẫn với ¡ giả 


thiết Va— l < I1. 
Tóm lại phương trình đã cho.có một nghiệm : ni 


h) Đặt u = vz—1, thì + = g2 + 1 và phượng 
trình đã cho trở thành ˆ : _ 


U2—Â4g+4 + vụ?—6u+9 =1, 


hay v(u— 2)? + v(y — 3 = l, 
hay lự—21+ ly —3|I=I. MU, 


Có. thể giải (1) theo nhiều cách, chẳng bạn xét các 
trường hợp  < 2,2 <  < 3, 3 < . Sau đây là THộ: 
cách khác. Ta hãy biến đồi (1) dưới dạng 


1= (U—3} — (u—3) = 20 BS : 
j1... TEIEETZ7 | 
vậy | g—2[— Lp--3 ^u—5. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra z 
ị Ì —3 [| =u--2, 
[ p3 | =—({y—3). 
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Hệ phương trình này tương đương với hệ 


ụ — 2> Ú, 
lụ-3<0. 
và 2<u<8% 
“ z— 2 + 1, nên la được nghiệm cua phương 
trình đã cho là : 5ã < z< Ì0, 
¡) Đề các căn thức có nghĩa, cần phải đặt điều kiện 
2<+az <4. | 
Ta hãy đặt z — 8 + 0, thế thì Ae=zr lc. đi (lạ 


và phương trình đã cho trở thành 
vĩ+t+vĩ=†=P+2 
Có thề biến đồi 
= (VT+ † — 1) + (VÍ—f — 1) = 
SN Go ng ca no 
_ Vi+f# +1 vÍ-—-f +1 
| | 
=!Írrnri =1 | 
Phương trình này có một nghiệm £ — 0. Ta hãy tìm 
những nghiệm còn lại (nếu có). Chia cả hai vế cho ¿› 
1 1 
thì được  ? —= ——_—_._,_— 1 
vl+-f+1 vi—(+1 q) 
Phương trình này không cỏ nghiệm ( + 0. Quả vậy 
—- nếu  > 0 thi 


"- - 
do đó “—=—————~ < —==————— 
vĩ+t?+ 1 "vi ci+1” | 
Vậy về trái của (1) là dương, còn về phải của (1) Am 


| — Nếu í < U. thì lập luận tương tự, ta thấy rằng 
vẻ trải của (L) âm, còn vẽ phải là dươ uù8. 


Thành thử phương trình chỉ có nghiệm: x = 3, 


253. Ta hãy đặt g = yac+ . Thế thì phương trình 
dä cho trở thành .¿ —= $ an. Như vậy việc giải phương 
Irinh đã cho đưa về việc giải hệ phương trình 

(z= tvd—ù 
/ J —= Ydứrv 


Hiền nhiên rằng + >Ú,  > 0Ù. Với điều kiện này, ta có 
hệ tương dương 


+2 =dđ— 1U _ 
U23 —=dq + #. _, 


Hệ (1) tương đương với hệ 
t2 + g0 := 2đ + (t — l1 
ma na 2) 
Lực 2 =— (tự) 
Vì r—u=0 không phải là nghiệm, vậy v + ý > 0 và 
hệ (2) tương đương với 


\Q +2 +12 = Ta + (r — 0) 
¿ #Z — U =_—Ì, 
bay 


\ r2 + 2 =2da >— 1- 


(3) 
ý E -¬— 1 =—- Ì, 


Bình tr vựng phương Irình thứ hai của (3) và dẻ ý đến 
phươ: ¡h dầu của hệ ũy, lA 3uy ra 
— ý? = Í — d. 
Vì vậy hệ (3) tương đương với hệ 
+ — J= —- Ì, —xu =1— 
Thành thử + và — (là nghiệm của phương trình bặc 
hai ÄX? + X +(1—.,6)=€Ð. 
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Phương trinh này có nghiệm 


Xi z >> 0 nên ta có 
Do đó đề phương trình đã cho là có nghiệm, ta cần. 

'† có các điều kiện sau đây 
san >0, 


)áda-3>z 0, 2) 


hay 
1) “>> —— 2) via — ả > 1, haya>1. 


_ Thành thử ta đi đến đáp số : 
Nếu 0 < a<1: vô nghiệm 
—l+vwda — 3 
Nếua> 1 tr=m CC —— 

251. Đặt ự — v2—+2 .Thế thì  > 0 và #2 ~ ụ3= 2. 
Đồng thời phương trình đã cho trợ thành | 
N..: 
=_...n.. 

Sọ lj 

Như vay phép giải phương trình đã cho tương đương 
với phép giải hệ phương trình 

`“... .ẽ.... 

1 x : =4, lễ + Ụˆ = sêy (Ù 
với điều kiện r; > 0. 

Từ hệ (1) ta suy ra dẻ dàng ràng 

+t?? — tự — =0, 

vậy hoặc + = 1, hoặc + =— 1 


s † 
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Ta xét từng trường hợp: 


1)rụ = I. Vì g > 0, nên v > 0, và từ phương 
trình đầu của hệ (1}, ta suy ra + + =2. 


Vậy +, là nghiệm của phương trình 


—= 2Á 141 1=0, 
đo đỏ ta được + = l1. 
2. VỤ = — = Vì é> 0, nên +'<0, và từ phương 
trình đầu của hệ (1), ta suy ra + + j= —Ì1. 


Vậy +, là nghiệm của phương trình. 
H 


là 
Do điều kiện z <0, ta suy ra # = — HN. 
Tóm lại, phương trình đã cho có hai nghiệm : 
z = lVà #= _ +. c3 


255. Đề vế trái của mỗi đẳng thức đã cho là có 
nghĩa, ta phải đặt điều kiện : | _ 
2x~_-- li >0, + v2z —Ì >í0;+œ-- V2# — I>0 


tức là z> > (1). 


Bay giờ ta hãy giải lần lượt các phương trình đã cho. 


a) Bình phương hai vế của phương trình, ta được 
HE-DEEEL: TPHBIE- LVN =. : 
+ + V2£— | + — Vv2z —I + 2va3— (2z—l) = 2 
aay sau khi đơn giản và chuyên về ta có 


|l£e—l|=l-z=— (+ — Ì). 
Đề đẳng thức này xẩy ra, ta thấy rằng # — 1< <0; 
hay - N..... 
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Kết hợp với điều kiện (1), ta thấy rằng nghiệm của 


phương trình (ä) là 
b5 < +z<l. 
2 

b) Cũng biến đồi như trên, ta được 


1Ị= + — 


~è*x 
+ 


1 = 
x+|z—~1|[=—: hay | # 


Vấ trái `không âm, vây vế phải cũng không âm, tức là 


: Ì-. sự - 
Kết hợp với điều kiện (1), ta đi đến + = -—- Nhưng giả 


trị này không thỏa mãn (2)- 
Vậy phương trình (b) vô nghiệm. 


c) Cũng biến đôi như đối với phương trình (4), ta 
được — + |ư—1|= 2 
hay 5= 1|. =2.-#: 
Như vậy ls có 2>. +. Với điều kiện này, ta có thê bình | 
phương cả hai về đề đi đến phương trình tương đương 
2TZ = Š, 


VẬY + —= - Aghiệm này thêa mãn điều kiện 2 > z' và 
điều kiện tòi 


Vậy phương trình (e) có một nghiệm là x — h) 


256. Phương trình đã cho có thề viết dưới dạng 


{ I 
ương đương vtđ>—p =+ — 2v252—T, () 


259 


Đề vế phải của (1) có nghĩa, thì phải có z2 > >> Thay 
¡+ | >1. Hơn nữa, vế trải không âm, nên vẽ phải cũng 
không âm, tức là — + > 2vz2—], (2) 
từ đàảy ta thấy rằng z > >0, Bình PHHEUE cả hai vế của 
bất = thức (2) ta được 


>4(z22— 1), — hay > 312, 


và nhớ lê + >Ú, vậy 2> v3 + Thành thừ đề về 
phải của (1) có sen) và không àm, ta phải có. 
») ' 
“=— > + > ]., — (\, 
s. T h : ©) 
Đề giải phương trình (1), ta hãy phân biệt các trường. 
hợp sau đây : | 
1)p <0. Khi đó vế trái của (1) luôn luôn có nghĩa,.. 
ta có thê bình phương hai vế của (1) và được 


+2 — p= +32 — 4x vx2—Í + d(+2 — ]), 
hay — p=4i??— 1—4rvv2—T, (4). 


Có thê viết phương trình này dưới đạng 
—p= dvwvu2—l(vz+2—1 1 —+z) 
hay, bởi vì xz > l1theo điều kiện (3), nên 


: mm. 
.ễ# =[Z|= vz2 =v(12— l) + Ì, 


—p=dvi—_1(Vaz2—I --v(2—1) +  @) 

Vế trái của (5) là — p > 0, trong khi đó vế phải (nếu. 

nó có nghĩa) luận luôn nhỏ hơn hay bằng 0, vậy phương 
trình (5), tức là phương trình đã cho, là vô nghiệm. 

2) p2 > 0. Khi đó đề vế trải của phương trình (1) có + 

nghĩa, cần phải đặt điều kiện +2 > p hay (vì theo Ô)- 

+>0) ¬ 
+>vp (6 
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Như vậy nghiệm của phương trình (1) phải thỏa THẦN 


đồng thời các điều kiện (3) và (6). 


Thành thử: 
2 


a) NếuVP > TC ' lúc 
kiện (3) và (6) màu thuẫn với nhau, do ä phương trình 
(1) vỏ nghiệm. | 

._ b)ỳ Nếu vp< = „ thì có thể thống nhất các 
_ vỏ . 


làp > R », thì các điều 


điều kiên (3) và (6) dưởi dạng 


_“Š_ >x > max H,Vp| 


——— 
, ® 


(Nhở rằng ký hiệu max ‡ lsv, ‡ chỉ số lớn nhất trong 
các số Ì và V P ). 

Với điều kiện (7); ta có thề biến đôi phương trình (1) 
và đi đến phương trình (+). Viết phương trinh ấy dưởi 
dạng dạ va2—ÏÌ = d2? — l) B p : 
thì cả hai về đến không âm, do đỏ có the bình phương 
hai về ấy và đi đến phương trình tương đương 


16x3(+2—i) = 16(+?2—1)2 c 8p ((2 — 1) + p3, 


hay 16(x3—1) — 8p(i3—1) — p? = Ô; 
từ đỏ suy-ra ` .  s.- 
B(2—p) . 

vậy +2 — Pˆ =.Á Ï - q4 —p) 

§Ø2-p) ` Ñ(2—n)ˆ (8) 
Theo Œ)  > >+>>p, nên i—p> 9 và 3 —p >0 
Vậy se ca P. _ 

3v2( —p) 
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Đẻ hoàn thành phép chứng mnh trong trường hợp này, 
la phải chứng tô rằng giá tricủa + đã tìm được thỏa 
mãn điều kiện (7), hay cũng vậy (vì 4 — p > 0 và 
4—p>0) 


>> mạ EU pj () 
a) Hất đẳng thức — > + tương đương với 
4#. P 1v _P 


3 X..- ĐC, › 8@—pÿ 

8(2 — p) >z 0> 3i? #o—16. (9 
Tata thức bậc ? 2Ởở ` phải của (10) có hai nghiệm 

là — ‡ và = do đó bất phương trình (190) có nghiệm | 


4 


GIUG _ 
Điều kiện này hiều nhiên đúng vì ta đang xét 
trường hợp 0 << p< : 


6) Từ (8) ta suy ra rằng +2 >1, 
Y) Cuối cùng,.ta hãy kiềm nghiệm điều kiện +2>P 
lệ. mổ ¿0Ó 
tức là : 
8 G=n)” 
Bất đẳng thức này tương đương với - ¬. 
(1— p)* > 5p(2— p), 16 — p -+ p?> lốp ~- 8p3,- 
9p2 — 2Íp + 16> 0, (ñp—4)? >0 
Từ các kết quả này, ta ¿lấy rằng điều kiện (9), và - 
do đỏ điều kiện (7), được thỏa mẫn, 
ng cho bạn đọc việc viết kết luận cuối cùng: 


_863- 


25. Có thể đặt điều kiện — 40 < z < Š7, và giải 
phương trình bằng cách nâng lên HÀ thừa bậc 4 cả 


hai về, V.Y.. 

Nhưng cách giải nà y nhức tạp, đòi hỏi tính toán 
nhiều. Có cách giải khác, đơn giản hơn, dựa trên 
nhận xét : (7 —+) h (xz + 40) = 97. 

Vì vậy, nếu đặt  #== või —4,U= - Yz+40, 
thì ta có u >0,ø0>z0, và : 

ä +} D—=ỗ, HỆ + 0+ — 9i, 

Đề ý rằng + + + = (u? + 02)2 — 2uˆ2u2 = 

= [( + 0) — 2uu]? — 2u2ủ2, 
nên nếu đặt z = ươ, thì ta thấy rằng z là ñgrliR - của 
phương trình “ — 2z)3 — 2z^ = 7 
hay _ | — 50z + 261 —0 
| Phương trình này có hai nghiệm z = 
1. Nếu lấy z = 6, thì u, p là nghiệm của hệ phương 


trinh \ + p=5, 
` tru = 6. 
Giải hệ này, ta được 
H — 2, Đ— Š; và H —: 3, Ð = 2. 


VÌ z + 40 = 0, nên ta được z = 1Í và +z = -- 24.. 
2. Nếu lấy z = 44, thì ¡ và ø là nghiệm của hệ 
phương. trình + p=Š5, tro = 44. 


Hệ này vô nghiệm. 


9 
Tóm lại, phương trình đã cho có hai iikc 
+—=1l và + — 21. _ 
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258. Lập phương cả hai vế của phương trình đã 
cho, thì được 


N 
(&+ v3) + 8 a~+t(\Wa +Vvz La vã ¿ 


E (q -- v2) = b, 
| : 
hav 2a + 3vq*—œ. Xã = Ù, " 
s___ b—Da ". (b—2a)3. 
Đo đỏ sa? —-a+ —= , tức là q2 —+# 
Vấn n Sứ HN 27b ' 
hay + = (2 — Cáo EkCSS.N 


: 27b 
Đề đầu bài toán có nghĩa, cần phải đặt điều kiện >0, 
Vậy giá trị trên của r chỉ có thẻ chấp nhận được, nếu 
(b—53a)° _ 
q ————- 
| ` 97b _ 
Nếu bất đẳng thức này không xảy ra, thị ma 
trình đã cho là vô nghiệm. 
259. Đề phương trình có nghĩa, cần phải đặt 
điều kiện 
— nếu n-chằn, thì z > 0, nếu n lẻ, thì z0. ) 
Rhi dó có thẻ viết 1)/8910p trình hh Àk danh 


(d + z) \Va+a — bựm 
| q —c 
Nàng cả hai vế lên lũy thừa bậc n, thì được „ 
nh W9... Ð 
XE” cải c"`x vh | c 
VÌ a> 0, nên vế trái của (2) khác 1 (nếu + tồn tại); 
do đó về phải bắt buộc phải khác ., tức là phải có 
điều kiện (do a, b, c, dương) qb =È €. 9) 
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Với. điều kiện (3), ta hãy giải phương trình (2) 
Cần phân biệt hai trường hợp đối với n: ¬ 


— nchẵn : khí đỏ n + ị lẻ, và từ 2) suy ra 


a4 ˆ ¬ ị a Hà # 
| IẾP cj' 
và ta được q 


+ S ———g——- (4) 
(#y“ —_ 1. 
C ` Và 
Đối chiếu với điều TT q), nghiệm này chắp nhận 
được nếu qD >ẲŒ 


1 


-— nIễ: khi đón + 1 chắn, và tử (2) suy ra 


w.. „ n+r// qb \® 

—=* VỆ]: 

+ `€ _ 
và ta được - a tu 
= mẻ. (5) 


+ ( `, =1 

DI GIẾT: 
Nghiệm này luòn luôn chấp nhận được, vì .nỏ thỏa - 
mãn điều kiện (1). : | _ í 


260. Đề cho các căn thức có nghĩa, cần phải đặt 
các điều kiện : 


a) Nếu n lẻ: TT. 
_b) Nếu n chẩn : 1z] < miủ (, b 
Đây giờ ta hãy. đặt. ¬ s) 


¬¬x ð ấn: +#_- 
HƯớợg r + _— ° 
q—# b—+ 


Phương trình đã cho trở thành . 


l 
= 


Ƒ..+.—=ẽ=Ù- SE hay .(u _ Ù) ụ = mị 
H Ù | HU 
Như vậy : 


1. Hoặc tứ — 0, tức là 


"/a+ 1+ _ '/b+ư Hết q++ b+ưa, 
a—z Vb—z | q—w. b—xz 
d+#_a—a+_ (+ #)+ (q—#) 
b+xz b—r (b+z)+t@—a bề 
Từ đây suy ra dt —= Ðrr. 
Vậy a) Nếu a+b thì z=q 
b) Nếu a = Ù thì z tùy ý, miễn là thỏa mãn các". 
điều kiện đã đặt, 


hay : 


2. H-Ặc ø = 1, tức là 


j.  sv 
_Na—xz Vò+ 


([~-.E b—>+ _(g+2)+(b—a) _ 


TỬ, cang b‡m (Acs†(B+SC 
hày _—# =0. 

261. a) Đề các căn thức có nghĩa, thì phải đặt 
điều kiện >0, >0. 


Bình phương cä hai về M2206, trình thứ nhất, - 
và rút gọn, ta được | 


+ + IJ ¬ Ẻ va + 1) =|\). 
_YÌ z > Ö và >0, nên đẳng thức trên chỉ xây ra 
khi + —= Ụ '— 0. v 


`960 


Thử lại, ta thấy K=- đó là nghiệm của hệ thương 
trình đã cho. | 


b) Bình phương của x hai về của hai phương trình 

ta được Vzư2 —  = =“=.2=- - Ty / 

1, 0) 

` j.. —z+= Ù, TH . 

Lại bình phương cả hai vế của hai phương, trình 
trên, thì đi đến hệ 


Á~— =4, 
¬ 2) 
Hˆ ng | 
Hệ này có nghiệm + = ' Ụ = _ (8) 


Hệ đã cho tương đương với hệ @) 9 với điều kiện 
4 3z vụ, Ụ > V+; 
hệ (1ý tượng đương với Hệ (2) nếu các điều kiện trên 
\ được thöa mãn và nếu. z<<2, > 
Nghiệm (3) thỏa mãn n tất cả các điều kiện đã nêu, 
do 24 nỏ cũng là nghiệm của hệ phương trình đã cho, 
262. Trước hết ta hãy xét phương trình thử hại, | 


Đặt HS AJ/ thì „ > 0 và .ư là i0 phiệ của 
: ¬. 


phương trình u + có 

` : u32 
do đó hoặc.u =2, hoặc „ = T nh) 
Egie” #ÈÍ _ 4, hoặc -“~ =d 


Bây giờ ta xét đến phương trình thứ nhất. Đề -CÁc 
căn ¡thức CÓ nghĩa, thì +, ÿ phải thỏa mãn điều kiên 


at + ÔỤ, >0, 
b+ + qUỤ 


Khi đó sử dụng bất đẳng thức Còsi cho hai số - 


không âm ở vẽ trải của phương trình thứ nhất “ Ề 
hợp xáy ra dấu đẳng thức), ta suy ra 


q+ + bụ = by + qụ + Ô. XU 
Vì vậy (4— b)+=(a— Ù) g. 3 
Ta háy xét hai trường hợp : 


l) =0. Bhi đó theo (2), có thê chọn z, tùy ý, _ 
- và theo (1), +, ợ p¡äi thỏa mãn điều kiện 


e+rus0. _ .. 
VỈ vậy :- : _ 
— Nếu chọn “ — = 4, thì do (3) ta đi đến nghiệm. 


là 
1 tùy Ý, HN) TS #= 4g —I, 


— Nếu chọn * 280 U 
| Ụ 
| 


_ ¬.¬ : 
J HH Š HỊ cí VẠIN Tim V0 ĐE S120 20g 


= T thì do (3), ta được 


2) azEb. Khi đó theo (2) và theo (1), ta có 


L =Ú +- 0. 
Vì vậy : : 
| . 
— Nếu chọn ® “” = 4, thì được nghiệm 
S2 0n hOb. 
+ =  = : 
` " k 
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Nghiệm ty: chấp hhận CHPE W) vì nó thỏa mãn tất cả | 


gửc điều kiện đã đặt 


1 
==t Nếu chọn = = Ẳ thì được nghiệm 
+= —==— =—=, : 
: 3 


Nghiệm ` cũng chấp nhận được. 


263. Ta hãy lấy mội trong ˆ í p: „tƠng. trình thử 


nhất và phương trình thứ hai. 
-_ Đề các căn thức có nghĩa, rõ ràng z, g, z phải st 


cùng dấu và khác 0, và theo ĐỀN nỆ trình thứ ba, tạo 


SUy ra rằng +; Ụ, Z dương. „ “sẻ 


Sử dụng bất đẳng thức Cósi chơ ba số “không âm 
(trường hợp xảy ra dấu đẳng thức), thì tử một trong 
hai phương trình đầu, ta suy ra # = ÿ = z, sau đỏ do 
phương trình thứ ba, ta được nghiệm 


z=V=z>L 


~ 


264. La hãy viết DHƯƠNG trình đã cho dười mạ 
v 42+ 2pxz — P' pˆ =1 + vaˆ°— 2pr — p? 


Vì vậy, đề phương trình cỏ nghĩa, cân phái d đặt các: 


Öđiều kiện 
-_ # —2pg—p3> #3 +, 3pz — pP >0, 
mà p > 0 nên các điều kiện này tương đương với 
1 rÊ9¬côd cử 
+ ờ 0 _ 
_ hay (do phép giải bất phương trình bậc hai) /.. 
s>p(+v2yx — L9 
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Lập luận trên chứng tỏ rằng trong hệ phương trình 
đã cho, có thề bố đi một trong ,hai phương trình đầu. 


“ 


Với điều kiện (2), ta hãy bình phương cả hai về của 

(1) và được phương trình tương đương 

+3 + 2p+ — p2 = 
=l+ z2 —- 2pz — p + 9V322— 2p —p _ 

hay _4pz — Ì = 2v22 — 2p+ — p1, | (3) 
.Vế phải là không ảm, vậy về trải không ảm, tức là ø - 
phát thỏa mãn cả điều kiện - + > KT (4), 
- Với các điều kiện (2) và (1), ta có thề bình phương. lã 
hai vế của (3) và được phương trình tương đương ` 
_16p2z2 — 8U# +- l = 44? —-. 2p+ — p3) 
chay. 4Q — 4p) z2 = 1 ä- p2 ¬ 
| Đề (5) có nghiệm, số p phải thỏa mãn điều kiện. , 


` Í 1 
(0 <p)p Sim IV) Khi đó x= l+á4p1 ~ 
2 c1 — 4p. 


Giá trị này sể đà nghiệm của phương trình - (1) nếu 
nó thỏa mãn các điều kiện (1) và (2) (với giá thiết p 
thỏa mãn điều kiện (6), Vì vậy cần phải kiêm tra lại các , 
điều kiện (4) và (2). ‹ 

Kiề¡mn tra điều kiện (4). Với diều kiện (8), bất đẳng _ 


_ l1 “/1 + dpì . 
thủ —. J nh cnc 
ma | 2 V'I—4n ˆ 4p 
tương đương với E RiBọi cú > s 
| 1 —4p Áp2 
,hạy - (4p2* + 244p?) —1>0. - 
- Từ đảy suy ra (sử dụng ~ giải bất phương, trình. 
bậc hai) : kớG 2> w2—I1. - 0) 
_do đó p€ cần phải thỏa mãn P$t® điều CRNN 
9Q _— * 
Na () 
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Kim tra điều kiên (2). Giả thử d đã thỏa mẫn 
các điều kiện (6) và (ð), tức là điều kiện (6) và (7). Khi 
đó bất đẳng thức 

1 ÏT4p— x_- 
mồ 1 > p(L{V5) 
1 + Ea c2 
1— 
hay. (3+ 2v 2) (1)" MP V2) (áp) +1> 
hay (1+ V 2)2(72—2(1+ V2) (4p) + 1> sã 
hy — [t+v2)4p_1p> 


Hội Ki: thức. này luôn luôn được thỏa mãn.- 


>- (+23) kê) 


-tương đương với: 


Dành cho bạn dọc việc viết kết luận cuối cùng. 
n _ø65. a) Đề ý rằng z2 — 3+ + 5> 0 với mọi giá trị 
> — cũaz Đặt Ụ =V a3 — Đw + ốc | 

_— thì g >0 và bất phương trình đã cho trở thành 

##+ p—12>0. nh 
Vìụ >0, nên nghiệm của bất phương trình ĐỂ là. 
UỤ > 3, hay 
TỦ v23 T5 S, 


: lv sì 3È+6 > 9, : 
Do đó ta có đáp số : +<—lvàz>4. 


b) Đề căn thức có nghĩa, cần phải đặt điều kiện 
— de — 10 >0, __ hay z <— 2 hoặc z >5. 


Đề giải bất phương trình đã cho, ta hãy phân biệt ' 
_!£ác trường hợp: | 


1) Vế phải âm, lức ` ấ. tt —3 > 0 háy x2 
Khi đó nếu eš ì thức có nưhỀa, thì bất IhEØ00 hi 


được nghiệm dúng. ` Vậy t La. có đáp số; # < — ¿. ` 


f 
` 
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b) Vế phải không âm. Bắt phương trình đã cho 
tương đương với +2 — 3z — 10 5 (+ — 2) 
hay : Ể-_ + > 14, - 
| Điều kiện đã đặt được thỏa mãn, do đó các giá trị 
ấy của r cũng là nghiệm của bắt phương trình đã cÌụo. 
©) Đề đầu bài toán có nghĩa, cần phải đặt điều kiện - 
+ zE 0,1 — 22 > (), 


| | 1L : 
hay + +0, HỆ S+< E% “) 


VÌ vI— Íz? <1,nên1— vĩ —ẩKE >0 đo đ nếu“ - 
+ <0(và thôöa mãn điều kiện (1)) thì hiền nhiên bất 
phương trình được nghiệm đúng. Vậy bất phương trình 
đã cho thừa nhận các nghiệm _ 
: ì : ` : : 
- — z3 S#<Â°. ` | (2)- 
Nếu z> 0, thì bất phương trình đã cho lương. 
đương với l — 3+ < vli—lr2,- 


Nếu 1— 3z < 0, tức là nếu z > ¬ thì bất phương 


trinh (3) được nghiệm đúng. Vậy bất phương trình đã_ 
cho thừa nhận các nghiệm = | 

* kư 1 
- 3 SÃ#< - (4) 


Cuối cùng nếu z < z ; thì có thề bình phương cả. 


hai vế của (3) rút gọn và được 13x < 
Ñ : 6 
Vi >0, nên - + <-:-... 
„hong 'Êlg 
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Như vày bí lấn ch trình đã cho thừa bing các nghiệm 


"é# “Si (5) ĐÐeyý rằng 0 < Ì 3  Tếöj,. 


nen kết hợp các nghiệm (2), (1), (5), thì »ổ thấy rằng tất 
cá các nghiệm của bất phương trình đã cho là 
`"... 0 <r< J1 
: 2  ~ ~. r 2 _ 
Có thê tìm nhanh hơn các: nghiệm + > 0 của bất 
phương trình đã cho như sau; để ý rằng L 
¡_ vị — ‡a+2 Ìl —(—4z?)‹ 4c ~ 
pV UOÊNG TU ạg P — #(1+V1—l) 1 + vị y2 ~* 
- Vin> 0 và £ phải thỏa mãn điều kiện q0), nên la có 
: =....- < 1r < < ‡1, c —= 3,_ 
[+ VÍ .— d2 - ) 


Thành thứ nến 0 < ^< Tm thì đương nhiền | 


, xr 


d) Đẻ vế trải của bầt phương trình có nghĩa, thì 
- phải đặt điều kiến xt©(0 và 1 — 8y? >0, 


hay ¿=0 và —< Sà TNG, : 
“ 


Bè giải bí phương VƯÊn ta hãy '0Rññ biệt các 
trường hợp: : 


l0 < œ s4 : 
2y2 
tương đương với bất phương trinh 


“1l—3z< Hý In Q : -€) 


Sã 


. Khi đó bất phương trình đã cho 


Vì hà 1 — —=— , „ 
S vS nên 1— >1 TT > Ú; vậy MP 
phương trình q) tương llw@¡ÿ với ` „ 


1 
12+ ae ô. 
mm „]< 
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/ 


: | : ị 
Vì + > 0, nền suy ra + < En lỈơn nữa đề ý rằng 


| | 1 | 
_——. _ La cyarnnsir noi —— ° t 
v TT < T§ “J1 : hửn rong THÒNG hợp này 
l 
ta đi đến nghiệm ; “90 <>?z<—. 


‹ 
, 


2z S# <0. Khi đó bất phương trình đã cho , 
Ký \ấ 


tương đương với Ra, `. 
hay E765 vi_ần - 


VỊ + << 0, nên cả hai vế của bất phương trình này | 
đều không âm, và bất phương trìu,h uày tương đương - 
với ¬ ¡tr[x— ÄÌ >0, _ ` 

, Ð | " 
Vì <0, bất phương trình này được nghiệm đúng. Do 
đó ta có nghiện = 


lÌ 
Như vậy ta được dán số: Í ¬ 
II: Í 
=°=.- rxi và 0 km, —. | 
2y 32 s : bN cac lẺ 
©e) Đề căn thức có nghĩa; và đề vế phải dương, ta 
thấy rằng phải đặt điều kiện .. 
—..S#<3 .- (0 
l 3 F2) , \ : 3 
Với điều kiện này, bất phương trình trơng đương với ˆ 
Si c D8 w 
: (2 _= + 
hav 2v) — 11+x2-—- trÌ< Ó, 
2Í. 11 vi5 tÍ ._ 11+vT53 
2 [xa — ` Í -riyc<S”¬ <0, 
th = | ñ 
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tức lẻ _ | 

z<— l; và 0< .... ME 1u (2) 
Thành thử mọi giá trị z thỏa mãn đồng thời (1) - vá 

(2) đều là nghỉ m của " phương trình đã cho, và ta 

được đáp số : 


_ CGHỂN- „5. -<ố H— “+ va0<z<2 


(bởi vi12 < Vườn, bến } ” 


1— vn 11-—-13 { 
0>; 3N TY Ng 


.' _- hG 12 
và — 15) —— >2) 


ƒ) Đề căn ƠI ở vế trái có nghĩa, ta phải có 
+ < 0 hoặc z >. 4. 


Vì vậy: 
_1, Nếu z<c0, thì về trải không âm, còn vế phải là 
œ—=3<0, bất phương trình được thỏa mãn. 


2. Nếu z>> 4, tbì cả hai vế đều không ảm, bất 
phương trình đã cho tương đương với bất phương trình 
_z^—lr > (1T—3))— +12 6x t HN 
hay 2r> „ 
từ dây Suyra - +z> — 
Nghiệm này " nhận được vì nó SỐ, mẩn điều 
kiện .v >4, 


Thành thử đáp số là : z < ọ và z > _. 


8) Đề bài toán n nghĩa, cần phải ï đặt điều. kiện m 
+zEÐ,+ s3 và z+.—I, . - 
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Với điều kiện ấy, bất phương trình đã cho trơng 
đương vời bất phương trình 


2.—_t _ Ïl — 3+ 
+1 T1” 


2—x~ 1— J— è2t 
#+H1 — 1 —3 mg 
hay (sau khi biến đồn và rút Ti 
(— ])đ+ +7) 
(+ + 1)(—3) 
VÌ z ®0,.nên nghiệm-của bất Nhi: trình là 
+ €S—?—1<z+<0 0 <r<l13<z. 
h} Đặt g=— — 


hay, 


SON: 


› thì bất phương trình trở thành. 
SE LỆ ' 
-NESN ý — —., Ị 
U——- <U B ( ) 


Đề vế phải dương, thì phải có > —. Đề căn thức cỏ 


nghĩa, ta cũng phải có „?> ¬ ' 
l >3 
Ìì g > Ì. LỆ": 
hay ln Ụ 3] tự > `” 


Khi đỏ cả hai về của (1) là không âm và (1) tương 
đương vời " 


` ụ2 =. Dã < ụ =—. Kia : 
4 2/j 
từ đây suy ra w < 1. | 
Như vậy, ta có MÃ Ta ơi 
| 2 . 
hay v5 2>+>] 
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¡) Ta hãy viết bất phương trình đã cho dưới dang 


V#1 1)(w— l _— /w — Ì ._ _{) 
+ + + 


Đề căn thức thứ hai có nghĩa, ta phải cỏ: z < 0 
hoặc #> Ì. Khi đó xem căn thức thứ nhất, ta Suy ra 
rằng + > — l. Cuối cùng đề ý rằng z := 1 khỏng phải 
là nghiệm. cúc bất phương trình, thành thử nghiệm + 
của hó (nếu nghiệ m tồn tại) phải thỏa mãn điều kiên : 


—il<z<0, hoặc r > 1 (2) 


hoặc 


Khi đó Ä ._ 


"`. ¿=1 —~ Và được bất phương trình tương đương 


vr+i-i> ST, 


hay *®er—~+Ì >.] +- V —". (3) 


Nộọi giá trị < 0 (+ > — ) đều không phải là nghiệm 
của (3) vì các giá trị ấy làm cho vế trải nhỏ hơn Í, còn 
về phải lớn hơn 1. Dó đỏ từ (2), suv ra là 

S1, (4) 

Cả hai về của đ) đều chên âm, nên œ TT đương 


vời r+l>i FT Í va (II 
+. .° 


hay 6+ xa V/T—T, (5) 


NV 


>Ó, ta có thể chia cả hai vẽ của (1) 


Theo (1), ta có # —l >0 và —. TÌỂNG tiên sử dụng 
+ 
bất đẳng thức Côsi cho "H số dương, % được 


0) 3< “z2 +-Ì 
5© "c 


“ 


đấu đẳng thức chỉ xáv ra khi z— 1 = + ,„ tức là khi 


Í ¬- 
_ từ đây ta suy ra rằng bất phương trinh (5) cỏ nghiệm 


: s\ _ 
"` Íx+ BS Ì : 


đỏ là nghiệm của phương trình đã cho. 


266. Đề về trải của bất phương trình có nghĩa, ta 


⁄ 


phí: đặt điều tiện 4 Ko ¡4Œ 20, ~- (1) 
_ Khi đó, đề ý rằng 
2+ _.. s vir> +22) —_ 
1— vl1l+ 2. i1 —-(1+ 2a} 


¬ + vT3mV 


_ Ýì vậy : a Tho “: T= Sa/11f vl+ 2z) = 
=_~ v _. , 
_ .a TT TC N6 TS, Wl 
- và bất phương trình đã .'. ^ó-thề viết dưới dạng - 
2+ 2tr + 2v Ì + 24 < 2v + 9, 
3w 
hay - : vi+2+< 3 


Cả hai vế của bất phương trình đều không ám, VÌ 
vậy có thẻ bình phương hài vẽ và đi đến | 


hay | _ø< —, 


_ 


Kết hợp với điều kiện (1), ta thấy r rằng. bất thương 
` jhU -đã cho có nghiệm 


= ' _“.h 


=- <#+# <“: trừ... giá trị =0. 


“} 
⁄, 
267. Đề vế trải của bất phương trình: đã cho là có 


_ nghĩa, ta phải đặt điều kiện . | | - 
“ — 1 < z )IP—<Si ss .. (1) 
đó bất šàuởný trình đã CO CÓ thê viết dưới đạng 


vỏ —+ >ivz+T 


2 


Khi 


- trơng đương 


. Vị cả hai về đều không âm, nên có thể bình ïÏ tong 
hai vế, rút gọn và được bất: phương trình tương CHỜNG 


T~*e> VETT ¬x..-: 


VỆ Bái là không àảm, VÌ vậy ` —2+> 0 Bay no = b 


\ 


Với điều "kiện (3), có thê K phương hai vế ;của bất 
phướng trình (2) và được bất phương trình tương đương 


49 
Gọi PHÊ t 2> 
- + + 4+ + =: 1 | 
_ Bay, 42? —8z„+ ng ¬ 
". 16 - -. sơ. 
-'Bất phương trình (4) có Iiphiệm là, . ' 
văi | vi. To on 
2<1— T—, là Ta hố 


Kết hợp với các điều kiện @) và @) tạ thấy rằng bất 


phương trình đã cho có nghiệm 


Ù 
, ¬- 
—1<z<Ìì-*"... 


——N 
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_ — TUYỀN TẬP 
NHỮNG BÀI TOÁN SƠ CẤP 
ĐẠI SỐ : PIIẦN ï 
————————————————————————-—-—————————— 
In 20.000 cuốn, khô 13x 19cm. In tại Quốc Đoanh Ín 4, 


TP. Hồ Chí Minh. Số xuất bản : 01/KH2/84. In xong tháng 10: I9b4, 
Gửi lựu chiều tháng 10-1984. = 
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H 
b 
Tho AC 


. 


(¿1 --g8) 


To HH mm 
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k n 
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